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RESUMEN

Las matrices Normales N son una subvariedad estratificada en forma de estrella
de R?" ; se prefiere para propdsitos practicos, tener en forma concreta como es la
estratificacion de algunas matrices. Se presentara aqui algunos teoremas que permiten
decantar una estratificacion de las matrices Normales hecha por medio de la
descomposicion Toeplitz y que conlleva a realizar el calculo de valores propios usando
el método Hermitiano de Lanczos o el método de Arnoldo segun Huthanen [4].

PALABRAS CLAVE: matrices normales, subvariedad estratificada, forma de
estrella.

ABSTRACT

Normal matrices N are a submanifold stratified in star shape R" for practical
purposes, it is convenient to know the details concerning the stratification of certain
matrices. This article displays useful theorems that allow decanting a stratification
of normal matrices using Toeplitz decomposition. The procedure will also facilitate
the calculation of eigenvectors and eigenvalues using either Arnoldy or Lanczos
Hermithian method according to Huthanen [4].
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INTRODUCCION

Goémez en [2], ha presentado aspectos topoldgicos que permiten clarificar porque
las matrices normales son un conjunto subanalitico estratificado en forma de estrella,
buscando como objetivo entender el trabajo de Huthanen [4].
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Realmente no es facil citar articulos o libros donde se vean conjuntos de matrices
como espacios estratificados, debido a que poco o nada hay hecho en el mundo
en este estudio, exceptuando el trabajo de Huthanen [4]. Mas sin embargo se
puede encontrar libros que facilitan abordar el tema como [1],[5],[6],[7],[8],[9]. Por
eso se presenta a continuacion un procedimiento que permite decantar una estratifi-
cacion de las matrices normales partiendo del uso de la topologia diferencial y
logrando esta estratificacion cuando interviene la teoria de matrices.

1. PRELIMINARES

Se citaran algunas propiedades importantes de las matrices en especial de las
matrices no degeneradas, las matrices normales y unitarias y una forma restringida
del teorema espectral. Horn en [5] y Meyer en [6] presentan un panorama completo
de estas propiedades.

1.1. NOTACION

Se toma como referencia el conjunto de las matrices cuadradas de orden n denotadas
con M y con entradas en los nimeros complejos C vy alli se considera:

Matrices Normales N={4e C"™;A4" = 4" 4} (1)
Matrices Unitarias U={UeC™UU =UU=I} )
Matrices Diagonales D={De C"™;D =diag(d,,...,d )} (3)
Matrices Hermitianas H={HeC";H =H} (4)
Matrices anti-hermitianas §={Se C*";S" =-S5} (5)

H(K,,..., K;) c H denota el conjunto de las matrices hermitianas que tienen exacta-
mente  valores propios con multiplicidades X,,....K ;.

H,c H denota el conjunto de matrices hermitianas no degeneradas, es decir,
aquellas cuya multipliciplidad geométrica es 1.

N, c N denota el conjunto de matrices normales que tienen parte hermitiana no
degenerada.

Para Ze C™ se define el centralizador de Z como el conjunto formado por todas
las matrices que conmutan con Z, es decir

C(Z)={Be C" ;BZ= ZB) (6)
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Proposicién1. Sea Ae C™, entonces dimC(4)=n . Ademas laigualdad se cumple
siy solo si 4 es no degenerada.

Teorema 1. Sea Ae C™ unamatrizno degenerada. Una matriz Be C* conmuta
con A4 siy solo si existe un polinomio p(t) de grado alo sumo n—1 talque B = p(A4).

Proposicién 2. Ae C™ es una matriz no degenerada siy solo sitoda matriz que
conmuta con es un polinomioen 4.

Teorema 2. (Teorema espectral) Sea Ae C™ Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. A esnormal

2. A es unitariamente diagonalizable, o lo mismo, es unitariamente similar a
una matriz diagonal, es decir, existe una matriz unitaria U y una matriz diagonal
A talque A=UAU

1.2. VARIEDADES DE MATRICES

Se daran algunas definiciones Utiles de variedades para mostrar dos subvariedades
de matrices. Para estudiar en mayor detalle las nociones basicas de variedades,
ver Baker [1], Spivak [9] o Pollack [8].

1.2.1. Subvariedades.
Definicion 1. Sea un espacio topoldgico de Hausdorff separable.

Si UcMYy VcR"sonsubconjuntos abiertos, un homeomorfismo 7:U -V es
llamado una n—carta para U.

Definicion 2. Si Q={U,:0.€ A} es un cubrimientode My F={f U, =V } es
una coleccién de n—cartas , entonces F es llamado un atlas para M si dado que
U, NU, #Q entonces

fﬁof(;l:]fx(UamUﬁ)—)ﬂi(UamUﬁ) (7)
es un difeomorfismo.

U, "U,

1 Jp

JoU, NUP) < S (U, ")

fof s
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Definicién 3. Un atlas es denotado como (M, Q,F)y se refiere a una variedad
suave de dimension n.

Proposiciéon 5. Si M,y M, son variedades de dimension », y n,, respectivamente,
entonces M, x M, es una variedad de dimension », +n,. En particular el espacio
producto de # circulos unitarios S'x ... x S'(con nfactores) es una variedad de
dimensién 2.

Definicion 4. Sea (M, Q,F)una variedad de dimensién ».Un subconjunto N c M es
una subvariedad de dimensién & siparatodo p e N existe una vecindad abierta
UcM dep yuna n—carta f:U—>V

pe fVNARH=NNU (8)

Corolario 1. El subconjunto

M ={(4,b)e M(R)XR:bdetA=1} c M(R)XR (9)
es una subvariedad de M(R)XR .
Demostracion. Definamos la siguiente funcion

F:M (R)XR— R;F(A4,b)=bdet A-1 (10)

Esta es funcién es suavey M = F~'0 c M (R) es un subconjunto cerrado. La derivada
del mapeo d=d,, enunpunto (4,b)e F7'o tiene laforma

d(X,v) = (det Ayv+d det (X) (11)

donde la identificacién natural de 7,,,,M (R) X (R)=M (R)x(R)y T,(R)=(R) , para
todo te R . El det 4#0 es sobreyectivo. Aqui M < RXR es una subvariedad suave
de dimensién igual ala dimM (R) =n»".

Otro ejemplo se encuentra en el conjunto de matrices normales. Una Matriz N c M
se dice que es normal si NN" = N'N. Ahora una matriz diagonal D se dice que es
similar unitariamente a una matriz Ne N si existe una matriz unitaria U € M tal que

D=U"NU. (12)

De donde setiene ypy* = yuy*NUU”® es decir que el conjunto de matrices normales
se puede ver como

N =UDU" (18)
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Esto sugiere que el conjunto de matrices normales N sea pueda obtener por medio
de la funcién

F:MxM — N (14)
(U,D)— UDU" (15)

Esta funcion es suavey G=(F )UDU )c MxM estalque Nc MxM c R* ya
gue los conjuntos compactos tienen preimagenes compactas.

1.3. ESPACIOS ESTRATIFICADOS

Se definira qué es un espacio estratificado y se mostrara el conjunto de matrices
normales como una subvariedad estratificada. En [7] Pflaum, estudia los espacios
estratificados desde una visién analitica y geométrica.

1.3.1. Estratificacion de las matrices normales.

Definicion 6. Sea W un espacio topoldgico de Hausdorff localmente compacto
con bases contables. Una estratificaciéon en # es una particion Z en conjuntos
cerrados localmente tal que:

1. Todo XE€ 2 es una variedad de dimensidn finita con frontera.
2. Z es finita localmente,

3. Si X.Ye), y XY =2, entonces Xcvy-

4, Si X,Ye 2 y X;f{; con X 2Y entonces dimX <dimY

Los conjuntos de la particion de los elementos de 2 son llamados el estrato.
El par (W,Z ) es llamado un espacio estratificado.

Ejemplos. Algunos conjuntos importantes que admiten estratificacién son:

1.  Variedades con frontera donde Z={1nt(M),aM}. En particular se puede
mencionar las matrices cuadradas M

2. Variedades algebraicas y espacios analiticos en Ro C.

3.  Conjuntos analiticos y subanaliticos. En particular las matrices normales
N son un conjunto subanalitico de las matrices M ya que si se toma el

conjunto imagen de la funcion
F:MxM —>N
. (16)
(U, D)+ UDU
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Por el teorema espectral

ze N Z=UDU" (17)

y de esta manera N =Im(F), luego I’ es analitica. Ademads F es propia (imagen
inversa de compactos es compacto) ya que este un espacio métrico la nocién de
conjunto compacto equivale a que el conjunto sea cerrado y acotado. Para esto
sea Be N compacto y mostremos que F~'(B) es cerrado y acotado:

Dado que F es continua, por ser analitica, y que B es cerrado entonces F~'(B) es
cerrado. Por otra parte se tiene que:

F-1(B)={(U, D)eUXD: F(U, D) € B} (18)

teniendo en cuenta que este es en un espacio métrico de dimensién finita, todas
las normas son equivalentes y en particular tenemos que para una constante

[0.D) ],y <K max g pern 40 1P 13 (19)
_— o 1, =) =) = (20)
y |D 1, =|upu |, =|F@; ) |<k (21)

pues B es acotado.

Asi F"'(B)es acotado. Luego de lo anterior tenemos que F ' (B) es compacto y de
esta manera propia.

Un teorema relacionado con los Conjuntos subanaliticos que admiten estratifi-
cacion es presentado por Robert.M. Hard [3], dice textualmente:

Teorema 4. For any locally finite family v of semianalytic (resp.,subanalityc) sub-
sets of a paracompact real analytic manifold M there is a semianalytic stratification
of M compatible withv.

El anterior teorema es conocido como el Teorema de Estratificacién y una consecuen-
cia de este es que las matrices Normales son una subvariedad estratificada
de Rz"zque sumado con el hecho de que las matrices normales tiene forma de
estrella caracteriza estas matrices en un ambiente topolégico mas claro.

Para propdsitos practicos se hara una construccion de una estratificacion de
N usando la descomposicion Toeplitz para obtener una parametrizacién del
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estrato de dimension maximal. Para esto sea Z=H+iK y tomemos la
descomposicion Toeplitz

Z = A+iB, dondeA=%(Z+Z*)YB=%(Z+Z*) (22)
1

Llamese aH Y iK la parte Hermitiana y anti-hermitiana de Z , respectivamente.
Sea C(Z) el centralizador de Z , obviamente C(Z) es un subespacio de C™ .

Lema 1. Tomese que M €H y que la dimensién de C(M) < C™ es /. Entonces
la dimension de SNC(M)c R*es |-

Sea (k... k) e N’una particién de n € N tal que, Z,j:lk, =n , donde una particidon
de n , la denotaremos por H (k-..k;) € H

s sz 2n* . . . s
Proposicion 5. H(k,...,k,) € R es una variedad suave de dimension

nt+y, (1- k)

Proposicién 6. Si HeH (k,..k;) entonces la dimension de SNC(H)e R*

es 2,k

Teorema 5. Paratodo 1< j<n el conjunto Nj e R*’es una variedad de dimensién
2 .
n+j.

Demostracién. Consideremos H € H (k,....k;) y definamos

N(k,...k){N=H+iKe N:He H(, ... k;) (23)

Témese Nk=U N (k,...k,)tal que todas sus componentes son disyuntas, es
decir sus particiones son distintas ordenando médulos. Consideremos ahora la
ultima componente N(k,,....k,) .Porla proposicion 5, H (k,....k,) es una variedad
suave de dimensién »’ +Z{=1(l—kf). En la proposicion 6 se demostré que para
una matriz fija HeH (k,...k,) la dimensién de es. SNC(H)e R es > k.
Entonces

n e Y=k Xk = (24)

SiH=UAUe€ H (k,-...k;) en la proposicién 6 se tiene que el centralizador de
H se puede ver como

UM A AM, AUA. ACU (24)
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En particular C(H) es independiente de los valores numéricos de los valores propios
alolargo de Ay necesariamente tiene multiplicidades fijas de tal formaque A €
H (k,....k;) . Ademas el computo de la parte anti-hermitiana como se indica en la
descomposicion Toeplitz es una operacion suave. Asi cuando U y A son suaves la
estructura en (24) mantiene la suavidad.

2. CONCLUSION

Se ha demostrado que las matrices normales se pueden estratificar segun el
teorema 5 como N = U N, .Queda abierta la posibilidad de estudiar si las matrices
simétricas con entradas complejas se pueden estratificar y silo es, como puede
ser dicha estratificacidén para propdésitos practicos cuando se usan en aplicaciones.
En otro trabajo se puede mostrar como se usa la estratificacién encontrada en
aplicaciones concretas.
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