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Resumen: en este trabajo se presenta el sistema deductivo para la /dgica proposicional doble (LD) y
los grdficos existenciales gamma-LD. Se prueba, de manera rigurosa, la consistencia de la LD y que
los teoremas de LD corresponden, exactamente, con los graficos existenciales validos de gamma-LD.
Cuando se restringe el lenguaje de la LD al lenguaje de la [dgica proposicional cldsica (LC), la restric-
cion asociada a gamma-LD coincide con los graficos existenciales validos del sistema alfa de Charles
Sanders Peirce. Resulta que los teoremas de la [dgica proposicional intuicionista (LI) son teoremas de
la LD; ademas, cuando se restringe el lenguaje de la LD al lenguaje de la LI, la restriccién asociada
a gamma-LD coincide con los gréaficos existenciales validos del sistema alfa intuicionista de Arnold
Oostra. Como consecuencia, se infiere que gamma-LD tiene como casos particulares los graficos
existenciales alfa de LCy de LI. Finalmente, en la LD se derivan las definiciones aristotélicas de verdad
y falsedad, con las cuales, se ilustra la capacidad de la LD para solucionar una version de la paradoja
del mentiroso, donde LCy LI fracasan.
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Double Logic DL and Existential Graphs Gamma-DL

Abstract: In this paper, the deductive system for double propositional logic (DL) and gamma-DL
existential graphs are presented. It rigorously proves the consistency of the DL and that the DL theo-
rems correspond exactly to the valid existential graphs of gamma-DL. When the language of DL is
restricted to the language of classical propositional logic (CL), the restriction associated with gamma-
DL coincides with the valid existential graphs of Charles Sanders Peirce’s alpha system. It turns out
that intuitionistic propositional logic (IL) theorems are DL theorems; furthermore, when the language
of DL is restricted to the language of IL, the restriction associated with gamma-DL coincides with the
valid existential graphs of Arnold Qostra's intuitionistic alpha system. As a consequence, it is inferred
that gamma-LD has as particular cases, the alpha existential graphs of LC and LI. Finally, in DL, the
Aristotelian definitions of truth and falsity are derived, with which the ability of DL to solve a version
of the liar paradox, where LC and LI fail, is illustrated.

Keywords: alternate statement; Aristotle; existential graphics; intuitionistic logic; alternate
negation

Logica Dupla LD e grdficos existenciais gama-LD

Resumo: Neste artigo, apresenta-se o sistema dedutivo para /dgica proposicional dupla (LD) e grd-
ficos existenciais gama-LD.. E rigorosamente testado quanto & consisténcia LD que os teoremas LD
correspondem exatamente a graficos gama-LD existenciais validos. Quando a linguagem da LD esta
restrita a linguagem da /dgica proposicional cldssica a (LC), a restricdo associada a gama-LD coincide
com os grafos existenciais validos do sistema alfa de Charles Sanders Peirce. Acontece que os teore-
mas da ldgica proposicional intuicionista (L1) sdo teoremas DL; além disso, quando a linguagem de LD
é restrita a linguagem de IL, a restricdo associada a gama-LD coincide com os graficos existenciais
validos do sistema alfa intuicionista de Arnold Oostra. Como consequéncia, infere-se que gama-LD
tem como casos particulares, os graficos existenciais alfa de LC e LI. Finalmente, em DL, derivam-se
as defini¢des aristotélicas de verdade e falsidade, com as quais se ilustra a capacidade de DL de re-
solver uma versao do paradoxo do mentiroso, onde LC e LI falham.

Palavras-chave: enunciado alternativo; Aristoteles; graficos existenciais; l6gica intuicionista;
negacdo alternativa
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Introduccion

En este trabajo, se presenta el sistema deductivo /6-
gica proposicional doble (LD), como una extension
generalizada de la légica proposicional cldsica (LC),
la cual incluye operadores alternos de afirmacion o
negacion. A partir de estos operadores, en la LD, se
definen operadores alternos a los conectivos bina-
rios clasicos, de donde resulta que LD también es
una extension generalizada de la ldgica proposicio-
nal intuicionista (LI). No solo se tiene quela LCy la
LI son casos particulares de LD, sino que, ademds,
los conectivos binarios intuicionistas, sorprenden-
temente, pueden ser definidos en términos de los
conectivos clasicos y los conectivos alternos en LD
(caracteristica que se pierde cuando se restringe el
lenguaje de la LD al de la LI).

También se presentan los grdficos existenciales
gamma-LD para la LD. Se prueba, de manera ri-
gurosay detallada, por un lado, la consistencia de
gamma-LD vy, por otro, que los teoremas de LD
corresponden exactamente con los graficos exis-
tenciales validos de gamma-LD. Cuando se res-
tringe el lenguaje de la LD al lenguaje de la LC,
la restriccion asociada a los gréficos gamma-LD
coincide con los graficos existenciales validos del
sistema alfa de Charles Sanders Peirce, presenta-
do por Roberts [1] y con los graficos existencia-
les validos del sistema alfa, de Yuri Poveda [2].
Resulta también que los teoremas de la LI son
teoremas de la LD. Ademas, cuando se restringe
el lenguaje de LD al lenguaje de LI, la restriccion
asociada a los gréficos gamma-LD coincide con
los graficos existenciales validos del sistema al-
fa-intuicionista de Arnold Oostra [3]. Como con-
secuencia, se infiere que gamma-LD tiene como
casos particulares los graficos existenciales de la
LCylaLL

Al interpretar (a) el operador de afirmacién
alterna como verdad aristotélica y (b) el operador
de negacion alterna como falsedad aristotélica, en
la LD se tienen, como consecuencia, las definicio-
nes de verdad y falsedad expuestas en Metafisica
IV de Aristoteles [4]: “Decir de lo que es que es,
y de lo que no es que no es, es lo verdadero; decir
de lo que es que no es, y de lo que no es que es,
es lo falso”. Asi, resulta que estas definiciones son
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teoremas de la LD. Finalmente, con esta lectura de
los operadores alternos, se ilustra la capacidad de
LD y gamma-LD para solucionar una version de la
paradoja del mentiroso, presentada por Bochenski
[5] y Smullyan [6], donde, justamente, la LC yla LI
fracasan.

Lenguaje

Se parte de un conjunto infinito numerable de for-
mulas atémicas cldsicas (FAC), las cuales se deno-
tan a, b, ¢, d... A partir de las FAC, se obtiene el
conjunto de férmulas atéomicas alternas (FAA), las
cuales se denotan, a suvez, a, b, ¢, d...

El conjunto de férmulas atémicas (FAT) se ob-
tiene de la unién de los dos anteriores:

FAT=FAC U FAA

Los conectivos de la LD se clasifican de la si-
guiente manera:

= Conectivo unario clasico = {~}
= Conectivos unarios alternos = {-, +}
= Conectivos binarios clasicos = {D, ¢, U, =}

= Conectivos binarios alternos = {>, A, v, <>}

El conjunto FC de férmulas cldsicas se define de
la siguiente manera:

1. aeFAC=aeFC

2. XeFC=~XeFC

3. X,YeFC=XDY,XUY,XY,X=Y e FC
4

. Solo 1 a3 determinan FC

El conjunto FI de férmulas intuicionistas se de-
fine de la siguiente manera:

1. aeFAA=acFI

2. XeFI=>-XeFI

3. X,YeFI=>X->Y,XVY,XAY, XY eFI
4. Solo 1 a 3 determinan FI

El conjunto FOR de formulas de la LD se define
de la siguiente manera:

1. XeFC=XeFOR
2. XeFI=XeFOR



3. X,YeFOR=XDY,XUY,XeY,X=Y,X>Y,XVY
,XAY,X<>Y e FOR

4. Xe FOR=~X, X eFOR
5. Solo 1 a4 determinan FOR

El conjunto FA de férmulas alternas se define
de la siguiente manera:

XeFA<X=Y, con Y e FOR o X= g; donde
aeFAA. Si X e FOR, entonces entonces X indica
que X € FA.

Definicion 1 (operadores de verdad): en LD, a
partir de la falsedad alterna —X, se definen los si-
guientes conectivos (donde X,Y € FOR):

Verdad alterna: +X =-~X

Disyuncion alterna: XvY =+ (XUY)
Conjuncion alterna: XAY=+(X«Y)
Implicacion alterna: X>Y =+ (X2Y)
Equivalencia alterna: X<>Y =+ (X=Y)
Refutable: -X=~+X

Satisfacible: ®X = ~—X

Buena fundamentacion: *X = (-X U +X)

Como consecuencias se tienen las siguientes
equivalencias entre los llamados operadores de
verdad:

2. +X=1~X=~@~X=~-X
b. X=+~X=~®X=~—~X
c. X=~t~X=~rX=—~X
d. X=~+X=~~X=®~X
e. X=+XuUX=XDX=®X>+X

Sistema deductivo

El sistema deductivo para LD consta de los siguien-
tes axiomas (donde X,Y,Z € FOR; y X € FA):

Axl.l Xo(YoX)
Ax12 Xo(Y22)o2(XoY)o(X>2Z2)
Ax13 Xo(XuY)
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Axl4 Yo (XuY)

Axl5 Xo2Z)o(YoZ)o(XuY)oZ2)

Ax16 (XeY)DX

Ax1.7  (XeY)DY

Ax1.8 (XoY)o(XoZ)o(X>(Ye2))

Ax19 Xo(~X2Y)

Ax1.10 Xu-~X

Ax1.1l (X=Y)o(X2Y)

Ax1.12 (X=Y)>(Y>oX)

Ax113 (X2Y)o[(YoX)o(X=Y)]

Ax2.1 AxMP+: +(X2Y)o(+X>+Y)

Ax2.2 AxR: - X>5~X

Ax23 AxXT: X >+ X

Ax2.4 Ax+: Xe{Axll], ..., Ax2.3}=>+X es
un axioma

Como unica regla de inferencia se tiene el mo-
dus ponens (MP): de X y XD se infiere Y.

Definicion 2 (tipos de axiomas):
Axiomas cldsicos: AXLC={Axl1.1, ..., Ax1.13}

Axiomas alternos: AXAL={Ax2.1, ..., Ax2.4}
Axiomas dobles: AxXLD = AxLC U xAL

Utilizando los operadores de verdad se infiere
que
Ax2.2 AXR: XD~ XS+ XD XS XD®X.

Ax2.3 AXT: Xo+X S+ XDo++X& XD +X
= - XDORX.

Definicion 3 (teorema): para X € FOR, se dice
que X es un teorema (X € TEO) si y solamente si
existe una demostracién de X. Es decir, X es la ul-
tima formula de una sucesién finita de férmulas,
tales que cada una de ellas es un axioma, o bien
se infiere de dos férmulas anteriores, utilizando la
regla de inferencia MP. El nimero de elementos de
la sucesion se llama la longitud de la prueba.

M. Sierra Aristizabal



Facultad de Ciencias Basicas m Vol. 17(2)

En lo que sigue, se utilizan los siguientes resul-
tados de la Idgica proposicional cldsica (LC), pre-
sentados en Caicedo [7] y Hamilton [8]; y como en
la LD se tienen los correspondientes axiomas de la
CP y la regla de inferencia MP, entonces estos re-
sultados valen en la LD, donde X, Y,Z € FOR:

Iec: Introduccion: [(ZoX)e(Z2DY)]| D [Z2(XeY)]

Ie:  Introduccion de o: X (Y o (XeY))
Eec: Eliminacion: [Z>(XeY)|D[(Z2X) e (ZDY)]
Ee: Eliminacion de o: (XeY)DX, (XeY)DY

SH: Silogismo hipotético:
[(X2Y)e (YD Z)]D(XDZ)

Exp: Exportacion: [XD (YD Z)]=[(XeY)DZ]
EQ: Equivalencia: (X=Y)=[(XDY)«(YDX)]
DN: Doble negacion: X=~~X

DI: Demostracion indirecta: X5 (Y e ~Y) = ~X
Nu: Negacion de U: ~(XUY)=(~Xe~Y)

Ne: Negacion de o:~(XeY)=(~XU~Y)

N o: Negacion de o: ~(XDY)=(Xe ~Y)

Tras: Transposicion: (XDY)=(~Y D~X)

Imp: Implicacién: (X2Y)=(~XUY).

Id:  Principio de identidad: X>X

PR: Principio de retorsion: de (~X>X)=X
TD: Teorema de deduccion: ( X=Y)=(X2Y)
EQ: Equivalencia:(X=Y)=[(XeY)U (~X e ~Y)]

SustEQ:  F(X),X,YeFCy
X=Y=F(X)>F(Y)

Come: Conmutatividad. (XeY)=(YeX)
Asoe: Asociatividad. Xe(YeZ)=(XeY)eZ
Ideme: Idempotencia. (X+X)=X

Proposicion 1 (construccion de verdades
alternas):
Para X € FOR, X € TEO, entonces +X € TEO
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Prueba: supongase que X € TEO, se probara
que +X € TEO, haciendo induccién sobre la longi-
tud de la demostracion de X.

Paso base (PB). La longitud de la demostracion
de X es 1, es decir X es un axioma, pero si X es
un axioma entonces, por Ax+, +X es axioma y, por
tanto, +X € TEO.

Paso de induccion (PI). Como hipétesis induc-
tiva (HI), se tiene que, si la longitud de la demos-
tracion de Y es menor que L, +Y € TEO. Supdngase
que la demostracion de X tiene longitud L>1. Se
tiene, entonces, que X es un axioma o X es conse-
cuencia de pasos anteriores, utilizando la regla de
inferencia MP.

En el primer, caso se procede como en el paso
base. En el segundo, se tienen, para alguna féormula
Z, demostraciones de Z>X y de Z, ambas demos-
traciones de longitud menor que L. Aplicando HI,
resulta que + (Z>5X) € TEO y +Z € TEO. Como se
tiene como axioma MP+: +(Zo>X)D(H+Z>+X),
aplicando dos veces la regla MP resulta que
+X € TEO.

Proposicion 2 (trasposiciones). Para
X,Y,Z € FOR. Si XY € TEO, entonces:

a. ~Yo~XeTEO

b. - Yo>-XeTEO

c. (~~X>2~~Y), (~~X>~~Y) e TEO

d. ZX 5ZYeTEO

e. Yo (X. Y) e TEO

f. Xe(XeY)) DY e TEO
Prueba:
Supongase que XoY € TEO.

Parte a. Resulta de aplicar Tras en XDY.

Parteb. Porlapartea,seinfiere~Y >~X € TEO;
por la proposicion 1, se afirma que +(~Y o ~X), por
MP+ resulta +~Y D+ ~X, es decir, "~~Y 5 -~~X, lo
cual por DN significa 7Y 5-X € TEO.

Parte c. Resulta de aplicar la parte a dos veces.

Parte d. Supdngase Z«X; por Ee, se infieren Z
y X; por MP resulta Y; por Ie se afirma Z-Y; final-
mente, por TD se concluye que Z«X>ZeY € TEO.
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Parte e. Por Axl.7, se tiene que
(XeY)DY eTEO vy, en consecuencia, por Tras
también ~Y>~(XeY) € TEO; por la proposicion
1, resulta + (~Y > ~(XY)) € TEO; utilizando MP+
y MP se infiere +~Y>+~(XeY)e TEO, es de-
ciri~~Y 5 ~~(XeY) € TEO, por DN se concluye
que 7Y >(XeY) € TEO.

Parte f. Supongase que X; ademds supdnga-
se que (XeY), por AXR y MP resulta ~(X+Y);
por Ne se infiere ~XU~Y; y por DN y SD se de-
duce ~Y; utilizando TD resulta que ~(X«Y)D~Y;
por proposiciéon 1 se obtiene +(—(Xe¢Y)D~Y),
aplicando MP+ y MP, se deduce +-(X.- Y)
D+~Y, es decir, +7(XeY)DY; por AXT se tiene
A(XeY)D+(XeY), aplicando SH se concluye
—(XeY)>~Y. Finalmente, por TD se ha probado
Xo((XeY)DY) € TEO, lo cual por Exp equiva-
lea(Xe(XeY))D>-Y € TEO.

Principios de induccion
estructural para LD

Definicion 4 (niimero de negaciones): se define la
funcion F de FOR en FOR, de la siguiente manera:

Y,Y,, Y, ..., Y,., € FOR):

E,(Y)=Y, Y
F(Y)=Y,«#F,(Y) =Y, #(Y0-Y)

Fn+l(Y) = Yn+1 ° #Fn(Y)

Donde Z = #Y significa que Z=-Y, obien Z=~Y;
mientras que F,(Y) significa: Y se encuentra en una
féormula rodeada por n negaciones, esto se denota
como YR»,

Notacién: Cuando sea conveniente, con el fin
de simplificar la escritura, en lo que sigue, XY sig-
nifica X« Y; ademas por Asoe, XYZ significa X(YZ)
0 (XY)Z; también por Come es indiferente escribir
XY o YX.

Proposicion 3 (principio de induccion estructu-
ral fuerte para iteracion y desiteraciéon —-PIEF-ID):
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(VneZ* U {0}) [X eFA y Y e FOR= X «F,(Y)
XeF, (X oY) y(XeYRr=Xo(X e Y)'")]

Prueba: por induccién matemética sobre n € Z*
v {0}.

Paso base (PB). Sea n=0. Se sabe que X-
F,(Y)=XY,Y. También se sabe que X-
Fo(YX)=XY,XY. La igualdad se satisface por las
reglas Ee, Ie y Come, junto con TD. Resulta, enton-
ces, que X o YX=Xo (X o V)R

Sea n=1. Se tiene que XF/(Y)=XY#-
F,(Y)=XY,#{Y,Y}. Es decir, X F,(Y)=XY,~(Y,Y)
o XF(Y)=XY~(Y,Y). También, se sabe que
XF(YX) = XY #{F(XY)} = XY #{Y,X Y};
es decir, XF(YX)=XY~(Y,XY) o X-
F(YX)=XY~(Y,XY). De XY,~(Y,Y), por Ee, se
obtienen XY, y ~(Y,Y), por Ne resulta ~Y,U~Y,
por Ad se infiere ~Y,U~XU~Y, por Ne re-
sulta ~(Y,XY); finalmente, por Is se concluye
XY,~(Y,XY). asi pues, por TD, se ha probado que
XY, ~(Y,Y) 5 XY, ~(Y,XY).

De XY, ~(Y,XY), por Ee se obtienen X,
Y, v ~(Y,XY); por Ne, resulta ~Y,uU~XU~Y;
aplicando SD, se infiere ~Y,U~Y; por Ne, re-
sulta ~(Y,Y); finalmente por Ie, se concluye
XY,~(Y,Y). De ese modo, por TD, se ha proba-
do que XY, ~(Y,XY)>XY~(Y,Y). De los dos
ultimos resultados, por EQ, se concluye que
XY ~(YXY)=XY,~(Y,Y).

De XY,~(Y,Y), por Ee, se obtienen X, Y, y
=(Y,Y); por la proposicién 2e, se infiere ~(Y, XY);
por I, se deduce X Y,~(Y,XY). Entonces, por TD,
se ha probado que XY, ~(Y,Y) o XY~ (Y, XY).

De XY,7(Y,XY), por Ee, se obtienen Y, y
X-(Y,XY); utilizando la proposicion 2f, se deduce
=(Y,Y); por Ie, resulta XY,7(Y,Y); aplicando TD,
se concluye XY~ (Y, XY)>XY,~(Y,Y); y, como
ya se probd la reciproca, por EQ, se infiere que
XY, (Y, XY)=XY~(Y,Y). Resulta, entonces, que
XeYH=Xo(Xe)"

Paso inductivo (PI). Hipotesis inductiva (HI):
XF(Y)=XF,(XY), es decir, X e Y"=X (X ¢Y)
Rn para n>1.

M. Sierra Aristizabal
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XF,.(Y)=XY,, #F (Y), por el paso base,
equivale a XY, #{XF (Y); por HI equivale a
XY, . #XF,(XY)}; por el paso base, equivale a X Y-
2 #EL(XY), es decir, X F,,(XY). De esta manera,
se ha probado que X F,,,(Y)=XF_,(XY), es decir,
XoYRH =X o (X o Y)R0H,

En consecuencia, por el principio de induccién
matematica, se concluye PIEF-LD.

Proposicion 4 (principio de induccion es-
tructural cldsico para iteracion y desiteracion
_PIEC-ID):

(VneZ u{0}) [X,Y e FOR=XG,(Y)=XG
J(XeY) yXoYR“EX. (X e Y)Rn],

Donde Gy(Y)=YpeY y Ga(Y) =Y, 0 ~G,(Y).
G es la restriccion de F solo a negaciones clasicas.

Observacion: en el PIEC-ID no se requiere que
Xe FA, basta que X € FOR.

Prueba: basta observar que PIEC-ID es un caso
particular de la proposicion 3 PIEF-ID.

Proposicién 5 (principio de induccion estruc-
tural para regiones pares e impares —PIE-RPI).

a. (VneZ* U {0))[X,YeFOR y XY e TEO=
F,,(X)2F,,(Y) e TEO y (X**"2Y**" € TEO)]

b. (vhezZr U {0)[X,YeFOR y XoY
e TEO = F,,,,(Y) o F,,,,(X) e TEO
y (YR > XR**! € TEO)]

Prueba: induccion matemadtica sobre ne Z* U
{0}. Supongase que XY € TEO.

Paso base (PB). n=0:

a. Porlaproposicion 2d, se infiere Y, X2 Y,Y € TEO,
es decir, F(X)>F0(Y) € TEO. Entonces, resulta
que XRo YR,

b. Por la proposicion 2, partes a, b, d, se in-
fiere  Y({Y,Y}oY{YX}eTEO, es decir
F/(Y)oF/(X) e TEO. Resulta entonces que
YRI ) XRI.
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Paso inductivo (PI):

Parte a. Hipdtesis inductiva (HD):
F,,(X)oF,,(Y) e TEO. Por la proposicion 2b, se
infiere —(F,,(Y)) >~(F,,(X)) € TEO; por la pro-
posicidon 2a, resulta ~(F, (Y))>~(F,,(X)) € TEO;
por lo que se tiene #F, (Y) > #F, (X) € TEO; por la
proposicion 2d, se concluye Y,,,#F, (Y)DY,,,#-
F,,(X) e TEO, es decir, F, ,,(Y)DF,, . (X) e TEO;
de nuevo la proposicion 2, las partes a, b y d impli-
can Y,,,,#F,, ., (Y)2Y,,,#F, ..(X) e TEO, lo cual
significa F,,,,(X) DF,,,,(Y) e TEO. Por tanto,
XRZ(MI)DYRZ(MU.

Parte b. Hipdtesis inductiva (HI).
F,,.:(Y)DF,,,,(X) e TEO. Por la proposicion 2,
partesa, byd, seinfiere que Y, ,#F, . ,(X) DY, . #-
F,,.(Y) € TEO, es decir, F,, ,(X) DF,,.,(Y) € TEO;
de nuevo, las partes a, b y d de la proposicion 2
implican Y,,,;#F,,,,(Y)DY,,,s#F,,,(X) € TEO, lo
cual significa F,,,),,(Y) DF,q,,,.,(X) € TEO. De
ese modo, resulta que YR¥0tD 15 X Rl +1,

En consecuencia, por el principio de induccién
matematica, se ha probado PIE-RPI.

Graficos existenciales
gamma-Lb

Se toma como punto de partida la hoja de asercion
(H), donde se dibujan los graficos existenciales. El
conjunto alfa-LC de grdficos existenciales cldsicos
se define de la siguiente manera:

1. aeFAC=acealfa-LC

A € alfa-LC (X es el gréfico vacio)
X e alfa-LC= (X) e alfa-LC

X,Y e alfa-LC=XY ealfa-LC
Solo 1 a 4 determinan alfa-LC

AR

El conjunto alfa-LI de grdficos existenciales in-
tuicionistas se define de la siguiente manera:

1. a eFAA=a ealfa-11

\ € alfa-LI (A es el gréfico vacio)

X ealfa-LI= [X] € alfa-LI

X, Y e alfa-LI= XY, [X(Y)], [(X) (Y)] € alfa-LI

Solo 1 a 4 determinan alfa-LI

AN
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El conjunto gamma-LD de grdficos existencia-
les LD se define de la siguiente manera:

1. Xealfa-LC=X e gamma-LD

X € gamma-LD (A es el grafico vacio)

X e alfa-LI=X € gamma-LD

X € gamma-LD = (X), [X] € gamma-LD

X,Y € gamma-LD = XY, [X (Y)], [(X) (Y)] € gam-
ma-LD

O SRR

6. Solo 1 a5 determinan gamma-LD

El conjunto GA de grdficos existenciales alter-
nos se define de la siguiente manera:

XeGA&X=[Y], con Y e gamma-LD, o bien
X=a,donde a e FAA

Notacion. Si X € GAE, entonces X indica que
X e GA.

Reglas de transformacion y
validez

Cuando se tiene el grafico existencial (X), se dice
que X esta rodeado por un corte cldsico; mientras
que, cuando se tiene el grafico existencial [X], se
dice que X estd rodeado por un corte alterno. Ade-
mas, se dice que un grafico existencial X se en-
cuentra en una region par, lo cual se denota X € RP,
si X se esta rodeado por un nimero par de cortes
(clasicos o alternos). Por el contrario, X se encuen-
tra en una region impar, lo que se denota X € R, si
X se encuentra rodeado por un nimero impar de
cortes (clasicos o alternos).

Ademas, X € R, P significa que X se encuentra
en la region k, la cual es par; mientras que X € R, I
significa que X se encuentra en la region k, que es
impar. Asimismo, X se encuentra en una regién
cldgsica, hecho denotado como X € RC, si X no se
esta rodeado por cortes alternos; mientras que X
se encuentra en una regién alterna, que se denota
X e RA, si X se encuentra rodeado por al menos un
corte alterno.

Notacion. X %¢ Z significa que la regla de trans-
formacién Re, aplicada a un grafico X, permite
inferir un nuevo grafico Z. Si también Z se trans-
forma en X mediante Re, entonces se escribe X k7.

Facultad de Ciencias Basicas m Vol. 17(2)

X > 7 significa que X se transforma en Z, uti-
lizando un numero finito de reglas de transforma-
cion. Para X € gamma-LD, se dice que X es vdlido,
lo cual se denota de la siguiente manera: X € GEV,
siA> X,

Definicion 5 (definicion de A):

y @)' ' (grafico

Definicién de A\ (def-A):
vacio).

El conjunto RTRA de reglas primitivas de trans-
formacién (donde X, Y, Z € gamma-LD) consta de
1. Reglalambda (RA):

A e GEV

2. Borrado (B):
XYerr=XxvEx
XYERP=XYEY

3. Escritura (E):
Xe RI=>XEEXY
XeRI=>XEvx

4. Doble corte clasico (DCC):
DDC
X = (X))

5. Cambio de corte (CC):
[x] € RP = [x] £ (X)
(x) € RI= (x) £° [x]

6. Doble corte mixto para GEV (DCMGEV):

DCMGEV
XEGEV 2 X [(X)]

7. Doble corte mixto fuerte (DCMF):
DCMF
X€ERP =X = [(X)]

DCMF
X €RI = [(X)] ==X

8. Tteracion (I):
x 1XX

9. Desiteracién (D):
xx 2X

10. Iteracion cléasica (IC):
X,Y € RC> X((Y)) gx( (XY) )

11. Desiteracién clasica (DC):
X,Ye RC> X((XY)) :D>C ) X((Y))
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12. Tteracion fuerte (IF):
X{ v} FXLer (XY) )

Donde {Z} significa (Z) o [Z].

13. Desiteracion fuerte (DF):
Xl X Yo} 2F X (Y} )

14. Solo las reglas 1 a 13 determinan el conjunto
RTRA.

Notacion. Las reglas de la forma X & Y indican
que X 2 Yy Y ® X valen tanto en regiones pares
como en regiones impares.

Observaciones:

a. Formalmente, las reglas IC y DC se expresan asi:
IC: XG,(Y) £ XG,(XY). DC: XG,(XY) 2¢ XG,(Y).
Donde G(Y)=Y,Y, G,(Y) = Y,(G,(Y)) = Y,(Y,Y),
G, (Y) = Y, 1 (G.(Y)). G,(Y) significa que, Y se
encuentra en una regiéon rodeada por n cortes
clasicos

b. Formalmente, las reglas IF y DF se expresan
asi: IF: XH,(Y) ¥ XH,(XY). DF: XH,(XY) 2F
XH,(Y). Donde Hy(Y) = Y,Y, H,(Y) = Y,[Hy(Y)]
= Y,[Y,Y], H,(Y) = Y, [H,(Y)]. H,(Y) significa
que, Y se encuentra en una region rodeada por n
cortes intuicionistas y/o clasicos.

Proposicion 6 (reglas de transformacion
derivadas):

1. Doble corte clédsico A (DCCM\):
(M) EGEV, () eGEV

2. Doble corte mixto (DCM):
XERP = [(X)] = X
DCM
XEeRI=> X =[(X)]

3. Doble corte mixto A (DCMA):
[(W]€GEV, [()]e GEV

4. Cambio de corte especifico (CCE):

[X(Y)] € RP = [X (V)] &= [X [Y]]
[X [Y]] € RI= [X [Y]] € [X (Y)]

5. Doble corte mixto fuerte (DCMF.1):

Légica doble LD y gréficos existenciales gamma-LD

10.

11.

12.

DCMEF .1
[(X)] ==X

Triple corte mixto (TCM):
TCM
[(XD] = [X]
Doble corte alterno fuerte (DCAF):

DCAF
XERP=X=][X]]
DCAF
X €RI = [[X]] ==X
Triple corte alterno (TCA):

TCA
[X] € RP = [X] = [[[X]]]

TCA
[X]€ RI= [[[X]]] = [X]

Triple corte alterno fuerte (TCAF):

TCAF
[X]€RP = [[X]]] == [X]

TCAF
[X]€eRI= [X]=[[[X]]]

Triple corte alterno fuerte (TCAFE.1):

TCAF .1

(X111

Cuadruple corte alterno (CCA):

CCA

(X)) == [[X]]

Iteracién. Desiteracién (ID):
ID
X XX

Prueba 1. )\]g(()\)), y por R\ se tiene que
A e GEV, por lo que ((\)) € GEV;

por B, resulta que (()) € GEV.

Prueba2. X e RP = [(X)] € RP = [(X)]

Cx) X x.
X € RI= (X)) € RI= X = (X))
S[X)].

Prueba3.  Por R, se tiene que A € GEV; apli-
cando DCMGEYV, resulta [(A)];

por B, se infiere que [()] € GEV.

Prueba 4. [X (Y)] € RPCC: (Y) € R
1= [X(Y)] = (X[YT].
[X[Y]] eRI=[Y] e RP=[X [Y]]

SIX(Y)]
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Se tienen X e RP=X M [(X)]

DCM

y XeRP=[(X)]X =, tam-

bién se tienen X € RI= [(X)]
XMLX yX eRI= X 2 (X))

DCMF .1

Porlo que [(X)] &= X.

Prueba 5.

Prueba 6. En particular, se tiene [([X])]

DCMF .1 [X].

Prueba 7. X € RP = X XME [(X )]
SIXIL ademas,
X € RI=[X]eRP= [[X]]

DCMF

S (X)=X.

Prueba 8.  Caso particular de DCAF.

[X]eRP=[[[X] =

1]
X1 25 [X]. Ademés,
[X] e RI= [[[X]]] 25 [X].

Prueba 9.

Prueba10  [X]eRP=[[[X]]] ==[X]y

[X]eRP=[X] =5 [[[X]]].

Luego,[_]eRP:[X]g
(X (X ] e RI= (X ] [[[X]]
y[X]eRI= X1 [X].
Luego, [X ] eRI= 11 [X].

m=
(X
Por tanto, [X ] [[[X ]]].

Caso particular de TCAF.1.
X5XX. Ademéds, XX5X. Por
tanto, X XX.

]
]
Prueba 11.
Prueba 12.

Proposicion 7 (reversion de las reglas de
transformacion):

Para X,Y € gamma-LD.
a. (Vg{ €RTRA)[XeRPy
X=Y](3R e RTRA)[Y e RI yY:X]

b. (VReRTRA){[XeRPyX>Y=YeR,P]
y[XeRJIyXS>Y=Y R}

Prueba: por simple inspeccion de las reglas pri-
mitivas 1 a 14.

Proposicién 8 (principio de contraposicion):

Para X, Xn € gamma-LD:
X0>» Xn= {(X0 € RP= X0>>Xn)
y (Xn € RI=Xn>»X0)}
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Prueba: si X,>»X,, entonces existen R,, ...,
R, e RTRA; y existen X, ..., X, , € gamma-LD,
tales que X, R X,R,X,...X, R, X,; v se dice que la
longitud de la transformacion de X, >> X, es n.

La prueba se realiza por induccién sobre la lon-
gitud de la transformacion.

Paso base (PB). n=1. Significa que solo se aplicd
una de las reglas primitivas; ademas, como X, esta
en una region de paridad 0, entonces R tiene que
ser de la forma X, € RP:>X0=>X Por la proposi-
ci6n 7a, se infiere que X, e RI= X, & X,,

Paso inductivo (PI). Hipdtesis inductiva
(HI): (Vn>l) [X,»> X, ={(X, e RP=X>X,) v
(X, eRI= X, »>X)}. Si X,>»X,,,, entonces X R-
XR,X,...X, , R X.R_X...Esdecir, X,R X,R,X,.
X R X,y X R, X,,;» de modo que, X, >> X, y X, R—
wn X Aplicando HI y la proposicion 7b, resultan
(X,eRP=X,»X, y X,eRP), (X, € RP=X,R-
aXon ¥ Xou €RP), (X, € RI= X, »X, v X, € RI)
y X, €RI=X,, R, X, v X,€RI). Por lo que

n+1+% n+l
(X, e RP=X X)) 7 (X, € RI= X, »X,).

n- n+l

n+l

Por el principio de induccién matemati-
ca, se concluye la veracidad del principio de
contraposicién.

Proposicion 9 (teoremas de deduccion grdfico y
fuerte en gamma-LD -TDG y TDGF):

Para X, Y € gamma-LD:
a. TDG. X>»Y=(X(Y))
b. TDGE: X >»Y=[X (Y)]

Prueba: supéngase que X>Y.

a. Partea. A g(( ))=E> (X())I=C>(X(X))
)é>>Y y proposicién 8 (X (Y))

Por tanto, X>>Y = (X (Y)).

b. Parteb. A 0]

)_;»Y y proposicién 8 [X (Y )]
Por tanto, X > Y= [X (Y)].

(X 015 [X (X))

Proposicion 10 (teorema de demostracion in-
directa en gamma-LD -TDIG):

Para X € gamma-LD:
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a. X»()=>X)
b. (X)»()=X
c. X>»[]=[X]

Prueba:

Parte a. Supdngase que X>> (). Por TDG
DCC

(proposicion 9), se infiere que (X(()) ) = (X).

Parte b. Supdngase que (X)>> (). Por la
parte a, se deduce que ((X)) 2 X.

Parte c. Supéngase que X >[]. Por
TDGF (proposicion 9), se infiere que [X ([])]C=C>
XIZEE X

Traduccion de FOR a
gamma-LD

Definicion 6 (traduccion de formulas a grdficos
existenciales):

La funcién ()’ de FOR en gamma-LD (donde
ae FAT yX,Y) se define de la siguiente manera:

1. a=a

2. {(XP=(X)

3. (XeYP=XY

4. XoYP=X(Y")

5 {X=YP={XoY{YoX}=(X(Y)) (Y(X))
6. {XUYP=(X)(Y)

7. Ax1.I'=A

8. {=X}=[X']

9. {+X¥=[(X)]

10. {(X=> Y} =[X(Y)]

1L X v Y =[(X) (Y7)]

12. {XAYP=[(X' V)]

13. XY =[X (V)] [Y (X))

Proposicién 11 (validez en LD de las reglas pri-
mitivas de transformacion en gamma-LD):

Para X,Y € FOR: X
(VRERTRA)(ATETEO)[X’' =Y =T=XDY]

Légica doble LD y gréficos existenciales gamma-LD

Prueba:
Regla 1. Regla lambda (RM):
A e GEV
A=Ax1.1"y Ax1.1 e TEO
Regla 2. Borrado (B):
XY eRP= (XY 5X)y (XY 2Y)
Regla 3. Escritura (E):
XY eRI= (X 5X Y)y(YSXY)

Por Ax16 y Axl7, se tienen
(XeY)DXeTEO y (XeY)DYeTEO;
por la proposicion 5, se conclu-
ye que (XY)**oYM"eTEO y (XY)
Rno XR2n ¢ TEQ; YRS (XY)R2 € TEO
y XRentl 5 (XY) R0+l ¢ TEQ,

Regla 4. Doble corte clasico (DCC):
,bcc
X' =X

Por DN, se tiene ~~X=XeTEO,
aplicando la proposiciéon 5 se con-
cluye que (~~X)R"=X*"eTEO vy
(~~X)R2ni=X R0+l e TEQ,  por
(~~X)Rr=X"r e TEO.

lo que

Regla 5. CC: Cambio de corte. [X’] e RP= [X’]

S (X)y(X)eRI=(X) S [X].

Por AxR se tiene —-X>~XeTEQO,

por la proposicion 5 se conclu-

ye que (X)* S(-X)*eTEO vy
("’X) R2n+1 ) (_|X) R2n+1 c TEO

Regla 6. Doble corte mixto para GEV
(DCMGEV):
DCMGEV
X eGEV=X = [(X))]
Por la proposicion 1, se sigue que
XeTEO=X>+XeTEO; por AxR, se

tiene que +X>X € TEO, por lo que resul-
ta que X e TEO=X=+X e TEO.

Regla 7. Doble corte mixto fuerte (DCMF):
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DCMF

X eRP=X’ 25
X’ eRI=[(X)] 5 X

[(X7)] y

Por AXT, se tiene que X>+X € TEO;
aplicando la proposicion 5, se con-
cluye que (X)*o(HX)®eTEO vy
(+X ) R2n+1 ) ()_( )R2n+l c TEO

Regla 8. Iteracion (I):
XXX
Regla 9. Desiteracion:
XX'2X.
Por Ideme, se tiene (XeX)=X; apli-
cando la proposicion 5, se con-

cluye que (XX)*=XR"eTEO; vy
(XX) R2n+1 E)(RZn+l c TEO.

Regla 10. Iteracion clasica (IC):

IC

X, YeRC=X(..(Y)..) = X(..

XY)...)
Regla 11. Desiteracion clasica (DC):

X', YYERC=2X(..(X'Y)..) 25 X' (...
(Y’)..)

Por la proposicion 4, se tiene que, para
neZ" V{0, XeYR=Xe(XeY)R e TEO.

Regla 12. Iteracion fuerte (IF):
bl ol IF bl bl ol
X{. Y} .} =X {.XY}..}
Regla 13. Desiteracion fuerte (DF):

X XY 2 X (Y} ...}, donde {Z}
significa (Z) o bien [Z].

Por la proposicién 3, se tiene que, para
neZ U{0}h XeYi=X o (X oY)

Proposicion 12 (Los grdficos vdlidos en gam-
ma-LD son teoremas en LD):

(VZeFOR)(Z € GEV=Z e TEO)

Prueba: Si A>> X, entonces existen R,, ...,

R, €RTRA, yexisten A\, X,, ..., X, ;’ € gamma-LD,
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tales que AR X/'R,X,’... X, /'R X, y se dice que la

n n?>

longitud de la transformacion de A>> X es n.

La prueba se realiza por induccién sobre la lon-
gitud n de la transformacion.

Paso base (PB). n=1. Significa que solo se aplicd
una de las reglas primitivas, y R, tiene que ser de la
forma A25X,”. Por la proposicién 11, se infiere que
Ax1.15X, € TEO, luego X, € TEO.

Paso inductivo (PI). Hipétesis inductiva (HI):

(Vn>) A> X=X, eTEO. Si A»X_,/, en-
tonces ARX/R,X,..X 'R X’R X .’ es de-
cir, ARX,RX,..X 'R X,y X/R.. X,/ por

lo que, AX» X, v X.R,,;X,,;- Aplicando la HI y
TDG (proposicion 11), se infieren X, € TEO y
X,5X,,; € TEO; aplicando MP se concluye que
X, € TEO. Por el principio de inducciéon matema-
tica, se resulta que (VZe FOR)(Z’ e GEV=ZeT

EO).
Proposicion 13 (AxLC validos en gamma-LD):
(VX e AxLC) (X’ € GEV)

Prueba:

DCCA DCCA

AXLL A 225 (00) Z25 () ) = (X (Y(

D) S X)) S (X((Y(X)))). Por tanto,
(AxL.1) e GEV.

Ax12. (X((Y(2) (X(Y) X 5 (XY(2)
(X)X 5 (V) (V) X K (v@) v X S
(@)Y X 2,27 X £ 7. Aplicando TDG (pro-
posicion 9) 3 veces resulta que (Ax1.2)’ € GEV.

DCCA DCCA

Ax13 y Axld A =5 (V) =2 ( () ) >

X)) )N S X (Y) (X)) ). Por tanto,
(Ax1.3) e GEVy (Ax1.4) € GEV.

AxL5. (X(Z) (Y'(Z) (X)(Y) (Z) S (X)
V) (X)) @)EX)Y)O@)S(). Por
TDIG (proposicién 10), se infiere que (X(Z°))
(Y(Z)) (X)) (Y))»Z Aplicando TDG 3 veces, re-
sulta que (Ax1.5) € GEV.

AxL6yAxL7AZL ()5S (XY()5 (X Y(X)).
Por tanto, (Ax1.6)’ € GEV y (Ax1.7)’ € GEV.
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Ax18, (X(Y) (X'(2) X (YY) (@) XX
Y ZX = Y Z. Aplicando TDG 2 veces, resulta
que (Ax1.8) € GEV.

Ax1.9. La misma prueba de Ax1.3. Por tanto,
(Ax1.9) € GEV.

DCCA DCC

AxLI0. A 22 () 5 () 2 e x) XS
(((X*) (X*)). Por tanto, (Ax1.10)’ € GEV.

Ax1.11 y g Ax1.12. X=Y)y
Definicion (XYY (Yo X))~ (YoX). Por tanto,

(Ax1.11) € GEV y (Ax1.12)’ € GEV.

AxL13. (XDY) (Yo Xy 2™ (x=Y). Apli-
cando TDG 2 veces, resulta que (Ax1.13)’ € GEV.

Proposicion 14 (Ax AL vdlidos en gamma-LD):
(VX e AxAL) (X e GEV)

Prueba:

Ax2.1. (XM LX)
Z[XC(Y)] LX)T (Y] 2 [[(X)]
(Y)T [(XHT (YD E Y] LX) (HY)D
SIS LY )= (). Por TDIG (propo-
sicién 10), se infiere que [((X’(Y*))] [(X)] > [(Y)].
Aplicando TDG (proposicién 9) 2 veces, resulta
que (Ax2.1) € GEV.

Ax2.2. [X]S (X). Aplicando TDG, resulta que
(Ax2.2) € GEV.

Ax2.3. [X] X (X)) Aplicando TDG, resulta
que (Ax2.3) € GEV.

Ax2.4. Se acaba de probar que si X € {Ax1.1,
..., Ax1.13, Ax2.1, ..., Ax2.3}, entonces X’ € GEV
DEMGEV, [(X7)]. Por tanto, (Ax2.4)" € GEV.

Proposicion 15. (MP)’ preserva validez en
gamma-LD:

(VX,Y e FOR) {X’,
(X’ (Y’)) e GEV=Y’ € GEV}

Prueba:

Supdngase que X, (X' (Y')) GBEV. Por lo que
ASX, (X (Y))EX ((Y’))IE—C>X’Y’=>Y’. Lo cual

Légica doble LD y gréficos existenciales gamma-LD

significa que A>> Y’ es decir, Y’ € GEV. Por tanto,
(MP)’ preserva validez.

Proposicion 16 (los teoremas de LD son vdli-
dos en gamma-LD):

(VZ e FOR) (Z e TEO=Z’ € GEV)

Prueba: supéngase que Z <€ TEO, por lo que
existe una demostracion de Z. La prueba se realiza
por induccién sobre la longitud # de la demostra-
cién de Z.

Paso base (PB). n=0. Esto significa que Z es un
axioma; por las proposiciones 13 y 14 se concluye
que Z’ € GEV.

Paso inductivo (PI). Hipdtesis inductiva (HI):
Si la longitud de la demostracion de X € FOR es t,
con 0<t<n, entonces X’ € GEV. Si la demostracién
de Z tiene longitud #n, entonces Z, que es el ultimo
elemento de la sucesion, o es un axioma, o bien se
sigue de 2, anteriores utilizando la regla MP. En el
primer caso, se procede como en el paso base. En
el segundo, se tienen pruebas de X y de que X>Z,
ambas pruebas de longitudes t yk, con t<nyk<n.
Aplicando la HI, se afirma que X, (X’ (Z’)) € GEV;
y utilizando la proposicién 15, se concluye que
7’ € GEV.

Por el principio de induccién matemdtica, se
concluye que:

(VZ e FOR) (Z e TEO =7’ € GEV)

Proposicion 17 (los teoremas de LD son exac-
tamente los grdficos vdlidos en gamma-LD):

(VZeFOR)(Ze TEO<=Z € GEV)

Prueba: consecuencia directa de las proposicio-
nes 12y 16.

Légica clasica y graficos
existenciales alfa-LC

Restringiendo las reglas de transformacion de gam-
ma-LD a alfa-LC, se obtiene el siguiente conjunto
RTRAC de reglas primitivas de transformacion
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clasicas, con las cuales se construye el conjunto de
grdficos existenciales cldsicos vilidos (GCV). Estas
reglas, en esencia, coinciden con las presentadas
por Peirce en Reasoning and the Logic of Things [9]:

Regla lambda (R\)

Borrado (B)

Escritura (E)

Doble corte clasico (DCC)
Doble corte clasico A (DCCA)
Iteracion (I)

Desiteracion (D)

Iteracion clésica (IC)

¥ ©° N Nk b=

Desiteracion clésica (DC)

Notacién. La proposicion N* (en LC o alfa-LC)
resulta de transformar la proposicién N (en LD o
gamma-LD), de manera que solo figuren las res-
tricciones a la logica clasica (LC).

Simplemente observando las proposiciones ya
probadas; ademas, restringiendo en ellas las for-
mulas, las reglas de transformacion y los axiomas
al caso clasico, se concluye que valen las siguientes
proposiciones: 2%, 4%, 5%, 7*-13* y 15*-17* (a la pro-
posicion N en LD corresponde la proposicion N* en
LC):

Proposicion 2*:

Para

X,Y,ZeFC. XoYeTEO=~Y>~XeTEO y
ZeX>ZeY € TEO

Proposicion 4*:
(VneZu{0}) [X,Ye FC=Xe G, (Y)=XeG,(
XeY) yXOYR“EXo (XeY)Rn]

Proposicion 5*:
a. (VneZ'U0)[X,YeFCyXoYeTEO=F,,(X)

OF, (Y) e TEO (X®" > YR e TEO)]

b. (VvheZ*U{0})[X, YeFCy XoYeTEO=
F,,.,(Y)DF, (X) e TEO (YRl 5 XR2ntl & T
EO)]

Proposicion 7*:
Para X, Y € alfa-LC:
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a. (VReRTRA)[XeRPyXS
Y] (3R € RTRA) [Y € RIy Y S X]

b. (VReRTRA){[XcRkPyX=Y=Y cRkP]y
[X eRIky X5 Y=Y eRKI]}

Proposicion 8*:

para X,, X, € alfa-LC.
X DX, = {X,eRP=X, > X))y
(X, eRI=X, > X))}

Proposicion 9*:
TDG. ParaX, Y ealfa-LC. X> Y= (X (Y))
Proposicion 10*:
TDIG. Para X € alfa-LC.
a. X>0=X)
b. X)»()=X

Proposicion 11*:
(VX,Y eFC) (X’=R>Y’ € RTRA=X>Y € TEO)

Proposicion 12*:
(VZeFC)(Z e GCV=Z e TEO)

Proposicion 13*:
(VX e AxLC) (X' € GCV)

Proposicion 15*:
(VX, YeFO){X, (X' (Y)) e GCV=Y e GCV}

Proposicion 16*:
(VZeFC)(Ze TEO=Z e GCV).

Proposicion 17*:

(VZ e FC)(Z e TEO=Z € GCV). Es decir,
los teoremas de la logica proposicional cldsica LC
son exactamente los grdficos existenciales alfa-LC
validos.

Légica intuicionista y
graficos alfa intuicionistas

El sistema deductivo para la légica proposicional
intuicionista (LI), donde X, Y, X € FI, consta de los
siguientes axiomas:

AxLli. X>(Y=>X)
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Ax1.2i. (X>(Y>Z)>(X>Y)>X~>72))
Ax1.3i. X>(XVY)

Ax14i. Y->(XVY)

Ax1.51. (X>Z)>(Y>Z2)>(XVvY)>7Z))
Ax1.6i. (XAY)>X

Ax1.7i. (XAY)>Y

Ax1.8. (X>Y)>(X>Z)>X>(YAZ)
Ax1.9i. X>(X>Y)

Ax1.10i. (X>7Y)>(Y>—X)

Ax1.11li. X< Y)>(X->Y)

Ax1.12i. (X< Y)>(Y~>X)

Ax1.13i. (X>Y)>[(Y>X) > (X< Y)]

Como tnica regla de inferencia se tiene el mo-
dus ponens (MPi): de X y XY, se infiere Y.

Definicion 7 (Axiomas de LI): AxLI={Ax1.1i,
..., Ax1.13i}. Esta presentacion de la ldgica intui-
cionista es una variante, bastante conocida, de la
propuesta original de Arend Heyting en Intuitio-
nism. An introduction [10].

Proposicion 18 (conjuncion intuicionista):

Para X,Y e FI:
a. +X=X
b. XeY=XAY

Prueba:

Parte a. Por AxR, se tiene que
~X D~~X, es decir, +X D~~X; por DN, se ob-
tiene que +X ©X. Por AxT, se tiene la recipro-
ca XD +X. Utilizando Ax1.13, se concluye que
+X =X e TEO.

Parte b. Por Ax1.6, se tie-
ne que (Xe¢Y)DXeTEO; por Ax+ re-
sulta +[(XeY)DX]eTEO; por MP+ se
obtiene que +(XeY)D+X eTEO; es decir,
(X AY)D+X e TEO; por la parte a, se tiene que
+X =X y utilizando EQ y SH, se infiere que
(X AY)>X € TEO. De manera similar, a partir de
Ax1.7, se prueba que (X AY) DY € TEO. Utilizan-
do Ax1.8, se deduce que (X AY)D (X «Y) € TEO.
Por AxR se tiene +(XeY)D(XeY), es decir,
(XAY)D(XeY).

Al tener los dos condicionales, se concluye que
(X AY)=(XeY) e TEO.

Légica doble LD y gréficos existenciales gamma-LD

Proposicién 19 (los axiomas de la logica propo-
sicional intuicionista son teoremas de LD):

(VW € FI) [W e AxLI=W e TEO]

Prueba:

Observacion: si R € FI, entonces por las defini-
ciones de LI y de los conectivos intuicionistas, se
sigue que R=a con a € FAA o R==§ con Se FI, es
decir, R € FA, por lo tanto, si R € FI entonces R=R.

Parte 1. Por Axl1.1, se tie-
ne X>(Y>X)eTEO; por Ax+, se infie-
re +[X>(Y>X)]eTEO; por MP+, resulta
+X5+(Y>X) e TEO; por la proposicion 18a,
se tiene +X=X; utilizando EQ y SH se dedu-
ce, Xo+(Y>X)eTEO, de nuevo por Ax+
se sigue +[X>2+(Y>X)]eTEO, es decir
X->(Y>X)=Ax1.1ie TEO.

Parte 2. Supdngase que X>(Y>7Z), X>Y,
X. Por MP se infieren Y>Z, Y, de nuevo por MP se
sigue Z. Aplicando 3 veces TDj, se sigue (X (Y >
7)>(X>Y)>(X>Z))=Ax1.2ie TEO.

Parte 3. Por Ax1.3, se tiene
Xo(XuwY)eTEO, por Ax+, resulta que
+[X>(XUY)] € TEO; por MP+, se obtiene que
+X2+(XUY) e TEO;esdecir+Xo> (XvY) € TEO;
por la proposicion 18a, se tiene +X=X; y usan-
do EQ y SH, se infiere X (XvY)e TEO; por
Ax+, resulta +(X>(XvY))eTEO, es decir,
X->(XvY)=Ax1.3ie TEO.

Parte 4. De manera anéloga a la parte 3, se
prueba Y->(XvY)=Axl.4ie TEO.

Parte 5. Supéngase que X->Z, Y-=>Z,
XvY. Utilizando AxR y MP, se obtienen X>Z,
Yo Z,XUY; por Ax1.5 y MP, se sigue Z. Aplican-
do 3 veces TDi, se concluye que (X>Z)>(Y~>Z)
>((XvY)>Z))=Ax1.5i € TEO.

Parte 6. Por Ax1.6 se tie-
ne (XeY)>XeTEO, por Ax+  resul-
ta +[(XeY)>X] e TEO, por MP+ se obtiene
+(XeY)>+X € TEO, es decir (XAY)D>+X e TEO,
por la proposicion 18a se tiene +X=X, y usan-
do EQ y SH se infiere (XAY)>X eTEO, por
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Ax+ resulta +(XAY)>X)eTEO, es decir
(XAY) = X=AxL.6i e TEO.

Parte 7. De manera analoga a la parte 6,
se prueba que (XAY) > Y=Ax1.7i € TEO.

Parte 8. Supdéngase que X->Y, X>Z, X.
Utilizando AxR y MP, se obtienen X2Y, XDZ,
X; utilizando Ax1.8 y MP, se infiere Yo Z; por la
proposicion 18b, sellegaa Y AZ. Aplicando 3 veces
TDi, se concluye que (X->Y)>((X>Z)>X->(YA
7))) =Ax1.8i € TEO.

Parte 9. De manera analoga ala parte 1, se
prueba X (-X->Y) =Ax1.9i € TEO.

Parte 10.
se tiene que =Y ©~Y; por SH se infiere X>~Y; por
Tras, resulta YO ~X. Aplicando TD, se obtiene
(Xo2Y)>(Y>~X) e TEO. Por la proposicién 1,
puedeafirmarse que +[(X>-Y) > (Y > ~X)] € TEO;
aplicando MP+ 'y MP, se  deduce
+(X>27Y)o+(Y>~X) e TEO, por MP+ se tie-
ne +(YoX)o+Y>+~X)eTEO; es decir
+(Y>2-X)>(+Y>-X) e TEO; por la proposicion
1, se infiere +[+(Y 2 -X) > (+Y>—-X)] € TEO y por
MP+, se sigue ++(Y>-X)>+(+Y>-X)] € TEO;
por la proposicion 18a, se tiene +Y=Y y
++(Y o -X)=+(Y >-X); entones, se deduce que
+Yo-X)> +(Y>-X)eTEO, lo cual significa
que (Y->-X)>(Y>-X)eTEO; finalmente, por
Ax+, se concluye +[(Y>-X)>(Y~>-X)] € TEO; es
decir, (Y>—X) > (Y~>-X)=Ax1.10i € TEO.

Supoéngase que X>-Y, por AxR

Parte 11. Supoéngase que XY, X. Uti-
lizando AxR y MP se obtiene X=Y, aplicando
Ax1.11 y MP se infiere XOY; ademas, como se
tiene X, entonces también se tiene Y. Aplicando 2
veces TDj, se concluye que (X<>Y)>(X>Y)=Ax
1.11i € TEO.

Parte 12. De manera analoga a la parte 11,
se prueba (X< Y) > (Y>X)=Ax1.12i e TEO.

Parte 13. Supoéngase que XY, Y->X. Uti-
lizando AxR y MP, se obtienen XoY, Yo X, apli-
cando Ax1.13 y MP se infiere X=Y. Si se supone
X entonces por Ax1.11 y MP también se tiene Y.
Aplicando TDi (proposicion 9b), se obtiene X->Y.
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De manera similar se obtiene Y- X. Estos dos re-
sultados, por EQj, significan que X <> Y. Aplicando
2 veces TDi, se concluye que (X->Y)>[(Y>X)>(
X<>Y)] = Ax1.2i € TEO.

Proposicion 20 (el modus ponens intuicionista
vale en LD):
ParaX,Z e FL:

MPi.X>ZyX=Z

Prueba: supdéngase que se tienen X>Z y X, por
lo que resulta que +(X>Z); por AxR y MP, se infie-
re X5 Z; ademads, como se tiene el antecedente por
MP, se concluye el consecuente Z.

Definicion 8 (teorema de LI): Para X € FI, se
dice que X es un teorema de LI (X € TEOI) si y so-
lamente si existe una demostracién de X. Es decir,
X es la dltima férmula de una sucesién finita de
féormulas intuicionistas, tales que cada una de ellas
es un axioma o bien se infiere de dos formulas an-
teriores, utilizando la regla de inferencia MPi.

Proposicion 21 (LD incluye LI):
(VX eFI) [Xe TEOI=X e TEO]

Prueba: por induccion matematica sobre la lon-
gitud n de la demostracién de X en LI.

Paso base (PB). n=1. Significa que X € AxLI;
por la proposicion 19, se infiere que X € TEO.

Paso inductivo (PI). Hipotesis inductiva (HI):
W e TEOI=W € TEO, donde k es la longitud de
la demostracién de W y 0<k<n. Supdngase que
la demostraciéon de X tiene longitud s, entonces
que X es un axioma, o bien X es consecuencia de
pasos anteriores, utilizando la regla de inferencia
MPi. En el primer caso, se procede como en el paso
base. En el segundo, se tienen, para alguna formu-
la Z, demostraciones de Z y de Z->X, por lo que
Z->XeTEOl y Z € TEOI; ambas demostraciones
de longitud menor que n; por HI, se deduce que
Z->X e TEOyZ € TEO; asimismo, aplicando MPj,
se concluye que Z € TEO.

Finalmente, por el principio de in-
ducciéon matemadtica, se ha probado que
(VX e FI) [X e TEOI=X e TEO].
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Reglas de transformaciony
validez en alfa-LI

El conjunto alfa-LI de graficos existenciales intui-
cionistas, ya se definié de la siguiente manera:

1. a e FAA=a ealfa-LI

\ € alfa-LI (A es el grafico vacio)

X e alfa-LI = [X] € alfa-LI

X, Y ealfa-LI= XY, [X (Y)], [(X) (Y)] € alfa-LI

O SN

Solo 1 a 4 determinan alfa-LI

Las reglas de transformacion en alfa-L1, se eli-
gen entre las reglas de gamma-LD. Estas reglas, en
esencia, coinciden con las presentadas por Oostra
(3].

El conjunto RTRA-LI de reglas primitivas de
transformacion en alfa-LI consta de (donde X, Y,
Z € alfa-LI):

1. ReglaX (RX)

2. Borrado (B)

3. Borrado de lazo (BL): [X] & RI=> [X (Y)] = [X]

4. Escritura (E)

5. Escritura de lazo (EL): [X] e RP= [X] = [X(Y)]

6. Rizo (R): [(X)] & X

7. Cambio de corte en rizo (CCR):
(X (Y)] € RP= [X (V)] = [X [Y]]
X [YIl e RI= [X [Y]] =5 [X (V)]

8. Tteracion (I)

9. Iteracién del lazo (IdL): [X (Y)] 45

10. Iteracion fuerte (IF)

11. Tteracién en el lazo (TeL): [X Y (Z)] %5 [X Y (X Z)]

12. Desiteracién (D)

13. Desiteracion del lazo (DdL): [X (Y) (Y)] Dd=L X
(Y)]

14. Desiteracion fuerte (DF)

DeL
15. Desiteracion en el lazo (Del): [X Y (Z X)] = [X
Y (2)]

16. Solo 1 a 15 determinan RTRA-LI.

5 (X (V) (V)]

Observacién  (seudoférmula):  (X) ¢ alfa-LI,

~X ¢ FIL. Por lo que no es aplicable la regla de

Légica doble LD y gréficos existenciales gamma-LD

transformacion DCC: X= ((X)); tampoco es apli-
cable la regla de inferencia DN: X= ~~X. Cuando
en alfa-LI aparezca la seudoférmula (X), solo apli-
can las reglas de RTRA-LI, y las reglas derivadas
de estas.

Proposicion 22 (reglas de transformacion
derivadas):

Para X, Y, Z € alfa-LI:
. Rizo A (RN\): [()] e GIV

o

b. Doble corte intuicionista (DCI): X e RP=X =

[[X]]. X € RI= [[X]] 2 X

c. Triple corte intuicionista (TCI): [[[X]]] & [X]

d. Iteracién fuerte en el lazo (IFel): X[...[Y (2)]...]
Fel X[...[Y (X 2)]...]

e. Desiteraciébn fuerte en el lazo (DFel):
X[ [Y(X2)..] 25 X[...[Y (Z)]..]

f. Rizo anegacion (RaN): [X([])] RN X]

g. Rizo a disyunciéon (RaD): [X(Y)(Z2)]2

(X ([(Y) (Z)])]. Como [X(Y)(Z)] no es un grafico
alfa-L], la regla RaD puede ser tomada como la
definicion de [X(Y) (Z2)].

Prueba:

Parte a. Por RA, se tiene que A eGIV;
aplicando R, resulta que [(A\)] € GIV, es decir,

[()] € GEV.

CCR

Parte b. Xe RP:X X (X)] = [[X]].

X eRI=[[X]] <8 [(X)] S X.

Parte c. [X] e RP= [X] S (X115
y [X]eRP=[[[X]]] LX) & [XI. Por
lo que [X]eRP=[X]&[[[X]]]. Ademads,
X]eRI=[[X]]] 24 [X], y X]eRI=>[X] &
[(XD] £ [[X1]]. Por lo que [X] eRI=[[[X]]] &

[X]. Por tanto, [X] & [[[X]]].

Parte d. X[ L. [Y@)...]..] £X[...
L. XY@ ] ]S X[ .. XY (XZ)]..]...]

XL L. [Y(X2)...]..].
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Parte e. X[ [oon [Y (X2)]..]..] Z28
X[ XY@ ) IR XL L Y (@)

Parteff. X]eRP=[X ()] &2
X (AD)] <5 [X [A]] 2 [XA] &2 [X]; ade-
més, [X]eRP=[X]E [X([])]. Por lo que,
X]eRP=[X ([])] & I[X]. Por otro Ilado,
[X] € RI= [X] 225 [XA] S [X [N =S (X ([A])]
<=5 [X([])]; ademis, [X] € RI=> [X([])] & [X], por
lo que [X] eRI= [X(D]Z[X]. Se concluye que

(X (DS [X.

Parte g. La prueba se presenta después de

la proposicion 10**,

En lo que sigue, se utilizan los siguientes resul-
tados de LI presentados por van Dalen [11]. Sean
X,Y, ZeFI (X=Y significa que de X se infiere Y.
mientras que X< Y significa que X=Yy Y=X):

Introduccion In): X e Y =>XAY

Eliminacion (EA): XAY=X

Equivalencia (EQi): X<> Y < (X>Y)A(Y>X)
Transposicion (Trasi): X>Y=-Y>-X
Implicacion(Impi). " XvY=X->Y=-(XAY)
Idempotencia (Idemv): XvX <X

Teorema de deduccion (TDi): Si X=Y, enton-
ces X>Y

Idempotencia (Idem A): XAX <X
Demostraciénindirecta(DIi): X > (Y A-Y) = X
Conmutatividad (ComA): XAY <Y AX
Asociatividad (AsoA): XA(YAZ) S (XAY)AZ

Notacién: la proposicion N** (en LI o alfa-LI)
es el resultado de transformar la proposicion N (en
LD o gamma-LD), de manera que solo figuren las
restricciones a la logica intuicionista (LI).

Simplemente observando las proposiciones ya
probadas y restringiendo las férmulas, las reglas de
transformacion y los axiomas al caso intuicionista,
se concluye que siguen siendo validas las siguientes
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proposiciones: 3*, 5%, 710, 12*%, 16** y 17**
Solo deben probarse las proposiciones 2**, 21g,
117, 14** y 15**. Las proposiciones 4, 6 y 13 no se
requieren en lo que resta de esta seccion.

Proposicion 2** (trasposicion y ampliacion):

ParaX,Y,Z eFI, si X>Y € TEOI entonces:
a. 7°Y>-XeTEOI
b. ZAX>ZAY e TEOI
c. XAY>Z)e(XAY>XAZ)eTEOI

Prueba:

Supoéngase que X->Y € TEOL

Parte a. Resulta de aplicar Trasi en X->Y.
Parte b. Supdéngase ZAX, por EAa, se

infleren Z y X; por MPi resulta Y; por IA se
afirma ZAY; finalmente, por TDi, se concluye
ZAX>ZAY e TEOL

Parte c. Supoéngase que XAY - Z; supdn-
gase que XAY, por EA resultan X y Y; por MPj,
se sigue Z; por I A, resulta X A Z; aplicando TDj, se
obtiene XAY >XAZ. Aplicando TDi de nuevo, se
concluye que (XAY=>Z)>(XAY>XAZ)eTEOL
De manera similar, se prueba la reciproca y, por
tanto, aplicando EQi, se deriva (XAY>Z) <> (XA

Y>XAZ) e TEOL

Se restringe la funciéon F de FI en FI, de la si-
guiente manera (Y,Y,Y,, ...,Y,,; € FI):

F,(Y)=Y,AY
F(Y)=Y,A=F,(Y)=Y,A=(Y,AY)
Fn+l(Y) = Yn+1 N ﬁFn(Y)

Proposicién 3** (principio de induccion estruc-
tural para iteracion y desiteraciéon —-PIE-ID):

(VneZru{0}) [X,Y e FI=>XAF (Y) > XAF,(
XAY) e TEO (XAYR X A(XAY)R e TEO)]

Proposicion 5** (principio deinduccion estruc-
tural para regiones pares e impares -PIE-RPI):
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a. (VneZ' U{0)[X,YeFlyX>YeTEO=F, (X
)>F,,(Y) € TEO (X**">Y®*" € TEO)]

b. (VvneZ* U {0)[X,YeFIyX>YeTEO=F, (
Y)>F,. . (X) e TEO (Y®! 5 X® e TEQ)]

Proposicion 7**. (Reversion de las reglas de
transformacion). Para X,Y € alfa-LI:

a. (VReRTRA-LD[XeRPy
X=Y] (3R’ € RTRA) [Y € Rl y Y=X]

b. (VReRTRA-LI{[X € RP,y X5Y=YcR,P]y
[XeRJIyX=3Y=YeR]]}

Proposicion 8** (Principio de contraposicion):

Para X, X, € alfa-LI:
XX, = {X,eRP=X, > X))y
(X, eRI=X > X))}

Proposicion 9** (Teorema de deduccion en al-
fa-LI -TDGi):

Para X, Y ealfa-LL: X> Y = [X(Y)]

Proposiciéon 10** (Teorema de demostracion
indirecta en alfa-LI -TDIGi):

Para X € alfa-LI:
a. X>[]=[X]
b. [X]>»[]=[[X]]
c. [XI>»[1=[X]

Prueba de parte g de la proposicién 22:
[X(Y) (Z)] no es un grafico alfa-LI, se utilizan ver-
siones extendidas de las reglas de transformacion
de graficos):

X (Y) @IX (LT @) DINE L) (21X
(ALY () DIDI

2L [(Y) @] X LA O I S MO S LO]]

Sl
Se ha probado que [X (Y) (Z)] X [( [[ ([ (Y) (Z)
DIDI> (1

Por TDIG (proposicion 10**) resulta que

X(Y) @I XTT @IS X
(V) (2) D) 11 Z X ([(Y) 2)).

Légica doble LD y gréficos existenciales gamma-LD

Por tanto
X (Y)(2)] 3 [XCI(Y)(@)])]

(X ([(Y) (ZD] X ([0 AL = [ AY)
()P X (O] LTI

& 1Y) @] X [ (@) S (V) @)] X
[N [N & [(Y) (2)] X [Y] [2Z]

LY 2N X Y] [Z] S (X [Y] (2] > (]

Se ha probado que [X ([(Y) (Z)D)] X [([[()ID]
(@D > (1.

Por TDIGi, proposicién 10**, resulta:

(X ([(Y) @D X (VD] (@] & X
[[O1 [0 5 X (Y) (2)]

Por tanto,
X (L) @)= X @]

Asi pues, se concluye, finalmente, que [X ([ (Y)
)N EXY) @) ]

Proposicion 11** (validez en LI de las reglas
primitivas de transformacion):

Para X, Y e FI:

(VR € RTRA-LI) (3T € TEOI) [X’S
Y = T=X>Y]

Prueba:
Regla 1. Regla lambda (RM):
A e GIV
A=Ax1.1{
Axl1.1i e TEOI
Regla 2. Borrado (B):
B B
XY eRP= (XY 2 X)y (XY =>Y)

Regla 4. Escritura: (E): XY’ e RI= (X’ S
XY)y (Y S XY).

Por Axl.6i y Axl7i, se tienen
(XAY)>XeTEOI y (XAY)>Y e TEOL

por la proposicion 5%, se
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concluye que (XAY)R®>YR®eTEOI Rl g s XR2tl e TEQI, es decir, (XX)
y (X AY)R2n 3 X R2n ¢ TEQL, Rn ¢y X R0 ¢ TEOL

Y R4 5 (X AY) R204 € TEOI
XRentl 5 (X A Y) R0 e TEOI

IF

Regla 10. Iteracion fuerte (IF): X’[...[Y’]...] =
X [LXY]..]
Regla 5. Escritura de lazo (EL): X’ € RI= [X’] ) . ,
BL X (Y7)] Regla 14. Desiteracion fuerte (DF): X'[...
ﬁ b ol bl bl
XY].]EX[.[Y]..]

Regla 3. Borrado de lazo (BL): X’e RP=[X’ Por | N _
)] 2 [X] or la proposicion 3**, se tiene que, para

neZ U0}, XAYRXAXAY) R,
Por Ax1.9i, se tiene =-X->(X->Y) € TEOI,
aplicando la proposicién 5**, se concluye
que (-X)*>(X->Y)*m e TEOL y (X>Y)
s (X)t e TEOL Regla 15. Desiteracion en el lazo (Del): [X' Y’

DeL
Regla 6. Rizo (R): [A (X)] & X’

Regla 11. Iteracion fuerte en el lazo (IeL): [X' Y’
@15 XY (2,

X2 = XY (2)].

Por la proposicion 2c**, se tiene
(XY>Z)> (XY>XZ)eTEOL por la
proposicién 5%, resulta que (XY->Z)
Ring s (XY >XZ)R e TEOI y (XY->XZ)
R2n+l ¢ 5 (XY > Z)R*1 e TEOI; de ese modo,
(XY >Z)* 4> (XY >XZ)* e TEOL

Por Axl1.1i, se tiene que
X>(((YAY)>Y)>X) e TEOL.  Supdn-
gase que (YAY)>Y)>X; por Axl.6i,
se tiene que (YAY)>Y); por MPi,
se infiere X; por TDi, se obtiene que
(YAY)>Y)>X)>X eTEOI;, ademds,
como se tiene la reciproca, entonces Regla 9. Iteracién de lazo (IdL): [X’ (Y’)] g X
((YAY)>Y)>X)«<>X e TEOL Aplican- (Y’) (Y’)].

do la proposicion 5**, se concluye enton-

ces que (X)*">(YAY)>Y)>X)RreT Regla 13. Desiteracion de lazo (DdL):
EOIy (YAY)3Y)>X)Rries X e TE - [X (V) (V)] 25 [X (V).

Ol, es decir, (YAY)>Y)>X)Rr¢>XRn g

Por Idemp v, se tiene que
TEOL
© Yo (YVvY)eTEOL,  por  lo  que
Regla 7. Cambio de corte en rizo (CCR): (X>Y) > (X>(YVY)) e TEOL Aplican-
do la proposicién 5**, se concluye que (X
X (Y)] e RP=[X (Y)] &8 [X [Y]] y X SY)R0e(X>(YVY) R e TEOI vy (X
(V)] eRI=[X [Y]] &8 [X (Y)]. SY)RMI G (X5 (YVY) R e TEOL s
3 Rn Rn
Por Impi, se tiene decir, (X>Y)R«>(X>(YVvY))*"e TEOI

. Lo anterior significa que [X’ (Y))] & [X

(X>Y)>~(XA7Y) e TEOL aplicando la .
([(Y) (Y]] = X (Y) (Y)]*.

proposicién 5*%, se concluye que (X Y)*?
"> ((XAY)) R e TEOT y (<(X AY)) R2n*

Proposicion 12** (los grdficos vdlidos en gam-
1> (X>Y)Ret e TEOL

ma-LD son teoremas en LD):

Regla 8. Iteracion (I): XLXX

Regla 12. Desiteracién (D): X’X’ix’ 1% Observar en la proposicién 22g que puede apli-
carse la regla RaD, puesto que, para ser garan-
Por Idem A, se tiene (XA X) «>X € TEOL tizada, se requieren las reglas primitivas 14, 15, 2,

aplicando la proposicién 5**, se conclu-
ye que (XX)*"<>XR"eTEOI y (XX)

6 y 7, las cuales ya se garantizaron en los pérra-
fos precedentes de la prueba de esta proposicion
a1**).
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(VZ e FOR) (Z’ € GIV = Z e TEOI)

Prueba: si A\>X,’, entonces existen R,, ...,
R, € RTRA-L], y existen A, X,), ..., X, €alfa-L],
tales que AR X'R,X,’... X, 'R X, y se dice que la

longitud de la transformacion de A >> X" es .

La prueba se realiza por induccion, sobre la
longitud n de la transformacion.

Paso base (PB). n=1. Significa que solo se aplicd
una de las reglas primitivas, y R, tiene que ser de
la forma A 55 X,”. Por la proposicién 11*, se infiere
que Ax1.1>X, € TEO; luego por MPj, X, € TEO.

Paso inductivo (PI). Hipdtesis inductiva (HI):
(Vn>) A> X=X, eTEOL Si AX»X,/, en-
tonces AR X/ R,X,..X, 'R X/R,. X, es de-
cir, ARX/RX,...X, /R, X,y X,/R,,X\,, por
lo que AX» X y X R,,;X,,,. Aplicando la HI y
TDG (proposicion 11**) se infieren X, € TEOI
y X,>X,, € TEOI aplicando MPi se conclu-
ye que X, €TEOL Por el principio de in-
duccién matematica, se tiene que (VZe FOR)

(Z e GEV=Z e TEO).
Proposicion 14** (Ax LI vdlidos en alfa-LI):
(VX e LI) (X e AxLi=X e GIV)
Prueba:
Ax1.1:

AS IS (ODIEX(Y OIS X
(X))

Por tanto, (Ax1.1)’ € GEV.

Ax1.2:

X)) X)X Z XY ()]
X3 XY@ Y X

ZX@MYXEX@NYXS[(2)Y
XLzYyxX iz

Aplicando TDGi (proposicion 9**) 3 veces, re-
sulta que (Ax1.2) € GIV.

Ax1.3y Axl.4:

Légica doble LD y gréficos existenciales gamma-LD

leL

XS ()] = (O] X)) ON] = [X(X
() O1)]

S IXX[X (V) OD]= XX [X (V) (X)])]
2 XX [(Y) (X)])] = X)) (X)])]
Por tanto, (Ax1.3), (Ax1.4)’ € GIV.

AxL5:

[X(2)] [Y(2)] [(X) (V)] [[(Z)]] S [X(2)] [V
()] (X)) (2]

= X2 Y2 X ) 212 X7 [Y)
(XTI [Z]

ZXIYIZ]S 10

Por TDIGi (proposicion 10**), se infiere que
[X@NIY(@2)] (X)W [N S [(2)] S
Z’. Por TDGi (proposiciéon 9**), se infiere que
X@)] [Y@)I>[ [(X)(Y)] (2)]. Por tanto,

(Ax1.5) e GIV.

Ax1.6 y Ax1.7:

leL

A S 1015 Y] 'S [XY(X)]. Por tanto,
(Ax1.6), (Ax1.7) € GIV.

Ax1.8:
> > b b > > b > R > >
[X(Y)] [X(Z)] X S 2NX>Y 7
X = Y Z. Aplicando TDGi 2 veces, resulta que
(Ax1.8) € GIV.

Ax1.9:

E CCR

XS IS [CIODT = XCIO (D] =S X
[T DS XX (YY) ])]

E X (X1 (VN2 X (X (V)]

Por tanto, (Ax1.9)’ € GIV.

Ax1.10:

X (DI Y S X (Y] YTY - X (Y]
V)YIYZX([1Y)Y]Y

SXUDYIVEX (DY S X ([])

2 X

33



Aplicando TDGi2veces,resulta(Ax1.10)’ € GIV.

AxI1.11:
XYy 22 (XYY (Y5X) 5 (X>Y).
Por tanto, (Ax1.11)’ € GIV.

Ax1.12:

Definicion

XYy =2 (X5Y) (Y-X) S (Y>X).
Por tanto, (Ax1.12)" € GIV.

Ax1.13:

Definicién

(X>Y) (Y>X) = X«Y). Aplicando
TDGi dos veces, resulta que (Ax1.13)’ € GIV.

Proposiciéon 15** [(MPi) preserva validez en
alfa-LI]:

X eGIlVy (X>Y) eGIV=>Y e GIV

Prueba:  supéngase que X eGIV vy
(X>Y) eGIV. Por lo que A\»X [X (V)] X X
[(Y)] EX Y 2Y. Lo cual significa que A>>Y’, es
decir, Y’ € GIV. Por tanto, (MPi)’ preserva validez.

Proposiciéon 16** (los teoremas de LI son vdli-
dos en alfa-LI):

(VZeFI)(Ze TEO=Z € GIV)

Proposicion 17** (los teoremas de LI son exac-
tamente los grdficos vdlidos en alfa-LI):

(VZ e FI)(Z e TEO<Z’ € GIV)

Es decir, los teoremas de la logica proposicio-
nal intuicionista (LI) son exactamente los graficos
existenciales validos en alfa-LI.

Consistencia de LD y de
gamma-LD

Sea {}” la funcién de traduccién de gamma-LD en
alfa-Lc, definida asi:

L [X]"=(X)"=(X")

2. XYP=XY"

3. =\
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Proposicion 23 (las reglas de gamma-LD se
transforman en reglas de gamma-LC):

X eRTRA=X"e RTRAC

Prueba:
1. {RA\’=R\
2. B’=B
3. E”=E
4. DCC”=DCC
5. CC7={IX] S (X)) = (X7) L2, (X™)
6. DCMGEV” = DCC
7. DCMF” = DCC
8. I”=1
9. D’=D
10. IC” = IC
11. DC” =DC
12.1F” = IC
13. DF” = DC.

Proposicion 24 (los grdficos de gamma-LD se
transforman en grdficos de gamma-LC):

Para X, € gama-LD, X, e GEV=X," e GCV

Prueba: si X, € GEV, entonces A\>X,, es de-
cir, existen X;egama-LD y R;eRTRA, con
0<i<n+l, tales que AR, X,R,X, ... X ;R X,. Como
R, e RTRA, por la proposicién 23, resulta que
R;” € RTRAC; ademds, X;” € alfa-LC, de modo que
se obtiene AR”X,”R,”X,” ... X ["R”X,”, por lo
que A>> X7, es decir, X,” € GCV.

Proposicion 25 (consistencia de LD y de
gamma-LD):

1. ()¢GEV
2. [1#GEV
3. LD es consistente

4. LI es consistente

Prueba:

Parte a. Si ()eGEV, entonces por la

proposicion 24 se deduce ()” € GCV, por lo que
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() e GCV; por la proposicion 17%; resulta que
~Ax1.1e TEO; esto significa que existe Z € FC tal
que Ze~Z es un teorema de LC, lo cual es imposible,
puesto que LC es consistente. Por tanto, () ¢ GEV,
dicho de otra manera, gamma-LD es consistente.

Parte b. Si[] € GEV, entonces, por la regla
CC, se sigue () € GCV, lo cual contradice la parte
a. Por tanto, [] ¢ GEV.

Parte c. Si LD es inconsistente, entonces
existe X € FOR, tal que Xe~X € TEO; por la pro-
posicidn 17, se infiere que (Xe~X)" € GEV, es decir,
() € GEV, lo cual contradice la parte a. Por tanto,
se garantiza la consistencia de LD.

Parte d. Si LI es inconsistente, entonces
existe X € FOR, tal que Xe=X € TEOI; por la pro-
posicidn 21, se infiere que Xe—=X € TEO, es decir,
LD es inconsistente, lo cual contradice la parte c.
Por tanto, se garantiza la consistencia de LI.

Conclusiones

Conclusion 1 (restriccion de gamma-LD a alfa-LC).
Por la proposicion 17%, si los graficos existenciales
de gamma-LD se restringen alfa-LD, resulta que el
conjunto de graficos vélidos, en el lenguaje {~, O,
., U, =}, coincide con los graficos existenciales al-
fa-Peirce [1]. Es decir, con el conjunto de teoremas
del calculo proposicional clasico. Por lo que, los
teoremas del célculo proposicional clasico son va-
lidos en LD.

Conclusion 2 (restriccion de gamma-LD a al-
fa-LI). Por la proposicion 17**, si los graficos exis-
tenciales de gamma-LD se restringen alfa-LI, en el
lenguaje {-, A, v, <>}, resulta que el conjunto de
graficos véalidos coincide con los gréaficos existen-
ciales alfa intuicionistas presentados por Oostra
[3]; es decir, con el conjunto de teoremas del calcu-
lo proposicional intuicionista. Por lo que los teo-
remas del calculo proposicional intuicionista son
validos en LD.

Platon en Cratilo, define la verdad como “el dis-
curso que dice las cosas como son es verdadero; y
el que las dice como no son es falso” [12]. En el li-
bro IV de Metafisica (1011b), Aristoteles define el

Légica doble LD y gréficos existenciales gamma-LD

concepto de verdad de la siguiente manera: “Decir
de lo que es que es, y de lo que no es que no es, es lo
verdadero; decir de lo que es que no es, y de lo que
no es que es, es lo falso” [4].

Tomando estas definiciones como axiomas,
en Sierra-Aristizabal [13] se construye el sistema
logica bdsica para la verdad aristotélica (LBVA; o
LBPcPo), de lo que resulta que LD es una extension
propia de este. Por lo que, en el sistema LD, pueden
modelarse estas definiciones, interpretando +X
como X es verdadero; =X como X es falso; *X como
decir X’; X como X es; y ~X como X no es. La defini-
cion de verdad aristotélica estaria codificada por la
formula (V «*V)=+V, es decir, por el grafico (V(([(
VID (VD) (LCVID) ATV (VD (VD)) v 1a de-
finicién de falsedad aristotélica estaria codificada
por la formula (~F « *F)=-F, es decir, por el grafico

((F) (LD (FD) ((FD) ([F] ((F) ([(E)]) ((FD))).

Conclusion 3 (verdad y falsedad aristotélica en
LD):

ParaV, F € FOR:

a. [(Ve*V)=+V] e GEV
b. [(~F«*F)=—F] € GEV

Prueba:

Parte a. Para Z € FOR, es decir,

Z)
€ gamma-LD:

VeVPS(Ve(rVu-v))y
SV (VD AV SV (V)) (V))

DCC DCC

=V (([(V)DV) SV (VD) =V [(V))]
=B> [(V’)] Traduccion {+V}’
Aplicando TDG (proposicion 9), resulta que
A ({V XV ({+V}])), esdecir, AX> {(V « *V) D (+V)}.
fVp SR (v L (V)] V)] S (V)
(V)] S (V) (V) (V)]

Z V() VD) SV VD VD) SV
(V)] (@) (V)
2V (VD) (V) 2, Va4V U=V

Aplicando TDG, resulta



A (VP (Ve (VU-V)P)),
es decir, A > {+V o (VXV)}.

De los dos resultados obtenidos, se sigue que
A {+V=(Ve*V)}, es decir, {(+V=(V «*V)} € GEV;
utilizando la proposicién 17, se concluye que
+V=(V¢*V) e TEO. La parte b se prueba de ma-
nera similar.

Ahora bien, muchas paradojas Iégicas invo-
lucran los conceptos de verdad o falsedad, por
ejemplo, la siguiente variante de la paradoja del
mentiroso [5], [6]. Considérese la situacion en la
cual se tiene una oracién como la siguiente:

Esta oracién es falsa

Cuando se identifican en la logica clasica, ser
el caso con verdadero (Z) y no ser el caso con falso
(~Z), entonces se tiene la paradoja: si la oracion es
el caso (Z), entonces resulta que también es falsa
(~Z); y si la oracion es falsa (~Z), entonces resul-
ta que es el caso (Z). Es decir, (ZD~Z) e (~ZDZ).
Por lo que resulta Z+ ~Z. Como la légica clasica no
soporta las contradicciones, resulta inttil en este
caso.

Cuando se identifican en la légica intuicionista,
ser el caso como verdadero (Z); y no ser el caso con
falso (=Z), entonces se tiene la paradoja: si la ora-
cion es el caso (Z), entonces resulta que también es
falsa (—Z); y si la oracidn es falsa (-Z), entonces re-
sulta que es el caso (Z). Es decir, (Z>~Z) A (~Z> Z).
asi, resulta que Z A—Z. Como la légica intuicionis-
ta tampoco soporta las contradicciones, resulta in-
util en este caso.

Cuando se identifican en la l6gica intuicionista,
ser el caso (Z), la doble negacion como verdadero
(=—Z); y no ser el caso con falso (—Z), entonces se
tiene la paradoja: si la oracién es verdadera (-—Z),
entonces resulta que también es falsa (-Z); y si
la oracioén es falsa (=Z), resulta que es verdadera
(==Z). Es decir, (+~Z~>~Z)A(RZ>--Z). De ese
modo, resulta que "ZA-—Z. Como la légica in-
tuicionista tampoco soporta las contradicciones,
resulta indtil en este caso.

Conclusion 4. (Solucién a una version de la pa-
radoja del mentiroso).
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Con el fin de representar simbélicamente en la
légica doble (LD), la oracién que dice “Esta oracion
es falsa”, se utiliza la siguiente interpretacion:

W significa “lo que dice la oracién es el caso”.

~W significa “lo que dice la oracion no es el
caso”.

—W significa “la oracion W es falsa”.
+W significa “la oraciéon W es verdadera”.

La oracion que dice “Esta oracion es falsa” que-
da, entonces, representada por la formula W=-W.

Como consecuencias en LD, se tienen los si-
guientes resultados, donde W € FAA:

1. W=-W no genera contradicciones.

2. A partir de W=-W se infieren como conclusio-
nes validas: ~W, ~aW, ~+W y ~*W.

Lo anterior signiﬁca que W no es el caso, no es
falsa y no es verdadera, lo cual significa que W no
estd bien fundada; es decir, W no dice nada; W no
tiene valor de verdad.

Prueba:

Parte 1. Sea W € FAA. Supdngase que en
LD, se tiene que (W=-W)>(Ze~Z) para alguna
Z € FOR, es decir, (W ([W’])) (W ]T(W")> (),
lo cual, por TDIG (proposiciéon 10a), implica
(W (W) (TW’ICW?)).

Si, ademas, se tuviese (W) ([W’]), por DC en el
resultado previo, se infiere que (W’ ([W’])) ([W’]));
de nuevo por DC, se sigue (W’([W’]))); aplican-
do DCC, resulta W([W’]); por regla B, se deduce
W’; ademds, como se tiene (W), por DC se obtie-
ne (). Por TDIG (proposicion 10a), se afirma que
(W) (ITW’])), es decir, (W) > [W’].

Por la regla CC, se sabe que [W’]>»(W’), y
como ya se probo (W’)>>[W’], se concluye que
los cortes clasico e intuicionista pueden inter-
cambiarse en cualquier region, par o impar. Por
otro lado, la regla DCC dice que (W’))>» W3
aplicando TDG (proposicion 9a), se llega a que
(((W?)) (W) € GEV; intercambiando cortes, pue-
de asegurarse que [[[W’]](W’)] € GEV; y como
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W e FAA, se deduce [[[W’]] (W’)] € GIV; de esta
manera, se concluye que --W->W e TEOIL lo
cual no es el caso. Por tanto, en LD, no se infiere
(W=-W)>(Ze~Z) para alguna Z € FOR. Dicho
de otra manera, W=-W no genera contradiccion,
lo cual significa que, en LD, no existe esta version
de la paradoja del mentiroso.

Parte 2.

W=-WP S {(Wo-W) e (WD-W)p
A, (W (W) (W) [W))

S W (WD) (W TWD 2 (W (W) (W)
2 (W) (W)= (W) (W) (W)

= (W) WD (W) S (W) W) (W)
Traduccién {~W oW e ~+W})

W o GWUAW)P &5 (~W o WY,

Conclusion 5 (ubicacion de LD en la jerarquia de
LBVA). En la jerarquia de l6gicas basadas en la [3gi-
ca bdsica paraconsistente y paracompleta (LB) [14],
se tiene que la légica doble (LD) es independiente
de lalégica basica para la verdad y la falsedad LBVF
[15]; ademas, LD se encuentra acotada por la logica
de las tautologias (LT) [16] y la ldgica bdsica para la
verdad aristotélica -LBVA (figura 1) [13].

LB 2002

LBVA 2007

LBVF 2007 LD 2021

LT 2012

Figura 1. La relacién extension estricta.

Fuente: elaboracién propia.

Preguntas abiertas (existencia de nuevos siste-
mas de grdficos existenciales):

1. ;Existe gamma-LB?

2. ;Existe gamma-LBVA?

Légica doble LD y gréficos existenciales gamma-LD

3.
4.

sExiste gamma-LBVF?

sExiste gamma-LT?
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